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Resume´
Form˚alet med projektet er at undersøge en hidtil ubeskrevet eventuel
sammenhæng mellem en fysisk model for type IIa hydrauliske spring
præsenteret af Ellegaard et al. [1999] og observationer af type IIb hy-
drauliske spring, ogs˚a kaldet spring i kløverregimet, gjort af Bush et al.
[2006]. Inspirationen til dette projekt er en matematisk undersøgelse af
modellen fra Ellegaard et al. [1999] foretaget af Hansen et al. [2002], hvori
der præsenteres løsninger, som bringer kløverlignende figurer. Med den
senere publicering af observationer gjort af Bush et al. [2006] s˚a vi et
interessant grundlag for at undersøge, om dette andet løsningsomr˚ade
kunne beskrive netop springene, som ses i kløverregimet.
For at undersøge dette har vi reproduceret kløverspring eksperimentelt,
hvor det er lykkedes at skabe tokløver- og trekløverspring. Ud fra disse
har vi indsamlet b˚ade kvalitative og kvantitative data, hvilke er holdt op
imod resultater af implementering af modellen i matlab.
Det konkluderes, at modellen gengiver visse karakteristika for type
IIb spring. Den stemmer godt overens med en mængde nye observationer,
men den mangler dog stadig væsentlig udbyggelse, før den kan give andet
end en kvalitativ beskrivelse af virkeligheden.
Experimental studies and modeling of type IIb hydraulic jumps
The aim of this project is to study a so far overlooked possible correlation
between a physical model describing type IIa hydraulic jumps presented
by Ellegaard et al. [1999] and observations of type IIb hydraulic jumps,
also known as jumps in the cloverregime, presented by Bush et al. [2006].
The inspiration to do this investigation came from a mathematical study,
presented in Hansen et al. [2002] of the model created by Ellegaard et al.
[1999], in which solutions resembling structures found in the cloverre-
gime are presented. Combining this with the later publication of Bush
et al. [2006], we saw an interesting opportunity to study, whether the-
se new solutions are able to describe the hydraulic jumps found in the
cloverregime.
In order to study this we have recreated type IIb hydraulic jumps
experimentally and produced the two-leaf clover and three-leaf clover.
From these observations we have gathered both quantitative and qualita-
tive data, which are compared with an implementation of the model in
Matlab.
We conclude that the model reproduces certain characteristics found
in type IIb hydraulic jumps. It corresponds well to an amount of new
observations, but it needs further improvements, before it is able to give
more than just qualitative descriptions of the phenomenon.
Forord
Dette bachelorprojekt, omhandlende eksperimentel undersøgelse og modellering
af type IIb hydrauliske spring, er skrevet p˚a instituttet NSM tilknyttet Roskilde
Universitet
Da rapporten er skrevet udfra et ønske om b˚ade at introducere fænomenet
cirkulære hydrauliske spring og samtidig komme med et bud p˚a, i hvilket omfang
en eksisterende model for type IIa spring kan anvendes til beskrivelse type IIb
spring, kan læsere med den rette baggrund med fordel springe visse af rapportens
afsnit over. Læsere med kendskab til modellen præsenteret af Ellegaard et al.
[1999] kan undlade at læse afsnit 3 og 4, da disse blot indeholder en gennemgang
af opsætningen af modellen og den indvolverede matematik. Der opfordres dog
stadig til at læse underafsnittet 3.3.
I udarbejdelsen af dette bachelorprojekt har vi haft kontakt til og f˚aet hjælp
af en lang række mennesker, som vi gerne vil benytte denne lejlighed til at
takke. Først vil vi gerne takke Ingeniør Ib Høst Pedersen, Ingeniørassistent
Ebbe Hyldahl Larsen og Ingeniørassistent Preben Olsen, alle ansatte ved NSM,
for deres hjælp med konstruktionen af den benyttede forsøgsopstilling. Dernæst
vil vi gerne takke Lektor Jesper Larsen, NSM, for hjælp med forst˚aelse af den
matematiske del af modelarbejdet, der har fundet sted i projektforløbet. Hertil
vil vi ogs˚a benytte lejligheden til at takke Professor Tomas Bohr, DTU, der
via mail har svaret p˚a spørgsma˚l omhandlende egenskaberne ved cirkulære
hydrauliske spring. Lektor Søren Hvidt, NSM, skal have stor tak for hjælp til
at foretage viskositetsma˚linger. Ydermere vil vi gerne takke Emil Sarauw for
at tage sig tid til at fremvise deres forsøgsopstilling p˚a DTU. Lektor Thomas
Schrøder, NSM, skal have tak for konstruktiv kritik p˚a projektet undervejs i
forløbet. Til sidst vil vi gerne takke vores vejleder Lektor Kristine Niss, NSM,
for støtte og stærkt engagement gennem hele forløbet.
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1 Indledning
Denne rapport omhandler det cirkulære hydrauliske spring, som blandt andet
opst˚ar, n˚ar vand falder fra en almindelig vandhane. Fænomenet finder sted,
n˚ar en str˚ale af væske med radius a fra en hane med radius rdyse rammer
vertikalt ned p˚a en horisontal overflade, som eksempelvis kan være en h˚andvask.
Udfra nedslagspunktet strømmer et tyndt lag væske med høj fart, indtil en
karakteristisk radius r fra nedslagspunktet er n˚aet. Her stiger væskestanden
abrupt til en ydre højde, hy, mens hastigheden af væskestrømmen falder markant,
se figur 1.1.
Figur 1.1: Figuren til venstre viser det cirkulære hydrauliske spring oppefra.
Fænomenet er muligt at observere hjemme ved en almindelig vandhane. [Bush
og Aristoff, 2003]. Figuren til højre viser et tværnit af det cirkulære hydrauliske
spring.
N˚ar der desuden forefindes en vis sammensætning af flowet fra str˚alen og
dybden af den væske, der dækker den plane overflade efter springet, kan der,
under særlige forhold mellem diverse af væskens parametre, observeres forskellige
egenskaber for selve overgangen mellem den lave og den dybe væskestand. Ved
fremkomsten af det hydrauliske spring dannes en roterende mængde væske,
kaldet en roller, umiddelbart under selve springet lige efter væskestandens
kraftige forøgelse, se figur 1.2. Denne type spring kaldes type I spring. Det
cirkulære hydrauliske spring er efterh˚anden grundigt beskrevet blandt andet i
Bush og Aristoff [2003], hvor model og eksperiment varierer med gennemsnitlig
10 %.
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Figur 1.2: P˚a figuren ses et tværsnit af væskestrømmen for type I spring. Det
ses, at der umiddelbart under springet er dannet en roller. [Bush et al., 2006].
Ved benyttelse af særlige parameterindstillinger kan det ske, at der dannes
en ekstra roller, der ligger ved overfladen, se figur 1.3. Dette sker, n˚ar springet
bliver s˚a stejlt, at væsken i springet begynder at falde tilbage mod den lavere
væskestand. Dette resulterer i dannelsen af en ny roller, s˚a springet nu best˚ar af
i alt to rollere. Type II spring er defineret ved forekomsten af denne ekstra roller.
Type II spring deles yderligere op i to grupper, som kaldes type IIa og IIb spring
[Bush et al., 2006]. Forskellen p˚a de to ligger i, at rolleren ved overfladen ændrer
sin position, og derfor skabes en form for trappetrin ved type IIb. Tværsnittet af
et type IIa spring ses p˚a figur 1.3 og IIb p˚a figur 1.4. Under forsøg med at skabe
Figur 1.3: P˚a figuren ses et tværsnit af væskestrømmen for type IIa spring. Det
ses, at der umiddelbart under springet er dannet en roller og ovenover denne en
anden roller med modsat strømning. [Bush et al., 2006].
mere stabile type IIa spring ved at øge viskositeten, p˚aviste Ellegaard et al.
[1998] at aksesymmetrien kan blive brudt, og det cirkulære spring deformeres
og brydes op i polygoner som vist p˚a figur 1.5. Væsken føres gennem denne,
s˚aledes at der dannes et stort flow ud af hjørnerne p˚a polygonerne, mens der
kun er observeret et svagt flow forbi selve rolleren [Bach og Sarauw, 2010].
Polygonformede hydrauliske spring er endnu ikke fuldt ud forst˚aet, men de
er forsøgt modelleret af Ellegaard et al. [1999]. Modellen tager udgangspunkt
i en betragtning af rolleren som et seperat mekanisk objekt, der udsættes for
en udadg˚aende gnidningskraft og et indadg˚aende hydrostatisk tryk. En vigtig
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Figur 1.4: P˚a figuren ses et tværsnit af væskestrømmen for type IIb spring. Det
ses, at placeringen af de to rollere resulterer i et dobbeltspring. [Bush et al.,
2006].
Figur 1.5: Billedet viser et polygonspring af type IIa. Det vides ikke, om der
eksisterer en øvre grænse for antallet af hjørner, men der er i Bach og Sarauw
[2010] observeret op til 18. [Ellegaard et al., 1999].
størrelse i denne model er parameteren β, som er en dimensionsløs størrelse
givet ved
β =
8kνQ
g(h2y − h2i )2 (1.1)
hvor k er en geometrisk skaleringsfaktor, ν er den kinetiske viskositet, Q er
flowet, g er tyngdeaccelerationen, og hi og hy er væskehøjden henholdsvis før og
efter selve springet. Modellen giver indenfor visse parameteromr˚ader en relativ
god beskrivelse af de observerede figurer [Ellegaard et al., 1999].
I Hansen et al. [2002] findes en endnu mere detaljeret gennemgang af model-
len, hvor blandt andet de underliggende matematiske beregninger er forklaret.
I denne rapport belyser forfatterne to løsningsomr˚ader til modellen. I det ene
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omr˚ade, som er benyttet i studier af Ellegaard et al. [1999], findes løsninger,
som beskriver polygonregimet relativt tilfredsstillende. Ved undersøgelser af
det andet hidtil ubeskrevede løsningsomr˚ade støder forfatterne p˚a en række
særlige løsninger til modellen, som giver buede sider, frem for de lige sider man
hidtil har arbejdet med, se figur 1.6. Disse løsninger svarer p˚a dette tidspunkt
ikke til noget, der kendes fra virkeligheden, og de anses derfor, uden yderligere
argumentation af forfatterne til rapporten, som værende ufysiske og derfor
irrelevante løsninger til modellen.
Figur 1.6: Billedet viser tre forskellige løsninger til det ufysiske parameteromr˚ade
beskrevet i Hansen et al. [2002]
4 a˚r senere præsenteres i Bush et al. [2006] en anderledes type spring, der
ikke er set før. Ved benyttelse af væske med højere densitet og viskositet og
ved brug af en mindre dyse lykkes det denne amerikanske forskergruppe at
frembringe et brud i aksesymmetrien p˚a et type IIb spring, og der observeres
former, som mest af alt ligner kløvere. Parameteromr˚adet indeholdende denne
type spring betegnes derfor som ”kløverregimet“.
Den sl˚aende lighed mellem de karakteristiske løsninger præsenteret i Hansen
et al. [2002] til modellen fra Ellegaard et al. [1999] og type IIb hydrauliske spring,
som der endnu ikke findes en fyldestgørende model for, er endnu ikke blevet
p˚apeget af andre end forfatterne til nærværende rapport. Det er muligvis af
denne grund, at det aldrig er blevet undersøgt, om der et sted i modellen ligger
en mulighed for beskrivelse af type IIb spring. Er det muligt, at modellen kan
beskrive flere karakteristika ved det hydrauliske spring, end forfatterne selv var
klar over, da den først blev præsenteret? Motiveret af dette har denne rapport
til forma˚l at belyse muligheden for beskrivelse af type IIb spring ved hjælp af
modellen for type IIa spring beskrevet i Ellegaard et al. [1999]. Dette arbejde
vil tage udgangspunkt i sammenligninger mellem eksperimentelle undersøgelser
af type IIb spring og numeriske løsninger til modellen for type IIa spring.
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1.1 Problemformulering
Kan eksperimentelt arbejde sammenlignet med numeriske løsninger til modellen
opstillet i Ellegaard et al. [1999] tydeliggøre, om denne model kan anvendes til
at beskrive type IIb cirkulære hydrauliske spring?
1.2 Metode
Der er mange aspekter i det hydrauliske spring, som endnu ikke er fuldt ud
forst˚aet. Det vides endnu ikke, hvad der for˚arsager symmetribruddet, som finder
sted ved overgangen fra det cirkulære spring til polygonspring, eller a˚rsagen til at
polygonerne, indenfor et særligt parameteromr˚ade, deformerer til kløverspring.
Dette projekt har ikke til form˚al at belyse disse overordnede problemer indenfor
emnet, men det begrænser sig til en meget specifik undersøgelse af muligheden
for modellering af type IIb spring ved hjælp af en eksisterende model for type
IIa spring. Modellen fra Ellegaard et al. [1999] er beregnet til beskrivelse af type
IIa spring, og den mangler allerede udbyggelse indenfor dette omr˚ade. Vi ved,
at modellen ikke er en perfekt gengivelse af virkelighedens hydrauliske spring,
men netop af denne a˚rsag er det tankevækkende, at den synes at beskrive visse
karakteristika inden for type IIb spring.
Ved undersøgelse af det s˚akaldte ”ufysiske“ løsningsomr˚ade, som præsenteres
i Hansen et al. [2002] til modellen fra Ellegaard et al. [1999] for type IIa cirkulære
hydrauliske spring, bliver problemet belyst. Denne undersøgelse har til form˚al
at vurdere, hvorvidt løsningsomr˚adet i en vis udstrækning kan benyttes til at
beskrive type IIb hydrauliske spring.
Til dette er det nødvendigt først at have kendskab til type IIb spring, som
hidtil kun er præsenteret i Bush et al. [2006]. Desuden skal der opn˚as forst˚aelse
for opbygningen af modellen og kendskab til den benyttede hydrodynamik.
Desuden kræver det, at vi er istand til at bygge et eksperiment med juste´rbare
parametre, der gør det muligt at genskabe resultaterne, der er præsenteret i Bush
et al. [2006] og desuden foretage vores egne ma˚linger. Undersøgelsen vil best˚a
i en sammenligning mellem resultater opn˚aet gennem numeriske løsninger til
modellen i matlab og egne opn˚aede eksperimentelle m˚aledata. Derfor vil arbejdet,
foruden litteraturstudie, hovedsageligt best˚a i eksperimentelle undersøgelser af
fænomenet og numeriske beregninger af modellen.
Helt konkret vil problemet blive belyst ved at undersøge β, se ligning (1.1),
eksperimentelt ved at ændre de indg˚aende parametre i forskellige retninger,
for at finde ud af hvilken indflydelse ændringer af β har p˚a springet. Dette vil
blive sammenholdt med ændringer af β i implementeringen af modellen og vil
ende op i en kvalitativ sammenligning mellem eksperiment og model. Foruden
sammenligningen af β-værdierne vil vi undersøge, om det er muligt at gøre
yderligere eksperimentelle observationer. Disse vil blive sammenholdt med de
antagelser, modellen tager udgangspunkt i, for at gøre det muligt at vurdere
om der er grundlag for at benytte modellen p˚a type IIb spring.
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1.3 Ma˚lgruppe
Projektet er skrevet til folk, der ønsker at f˚a kendskab til det hydrauliske spring
og arbejde videre med dette. Det bør dog noteres, at projektet er skrevet med
fokus p˚a et specifikt omr˚ade af problematikken omkring det hydrauliske spring,
her modellering af type IIb spring.
Projektet bringer resultater, der hovedsageligt henvender sig til folk, som
beskæftiger sig med og i forvejen har kendskab til det hydrauliske spring, da
projektet har til forma˚l at bidrage med nye ide´er. Dette bringes her i form
af muligheden for modellering af type IIb spring ved hjælp af et alternativt
løsningsomr˚ade til modellen præsenteret i Ellegaard et al. [1999] for type IIa
spring.
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Dette afsnit tager udgangspunkt i artiklen Bush et al. [2006] og har til form˚al
at redegøre for hovedpunkterne i deres eksperimentelle arbejde med type IIb
og til dels type IIa hydrauliske spring. Her vil arbejdet med type IIa spring
hovedsageligt blive præsenteret med det forma˚l at kunne differentiere mellem,
hvorn˚ar de forskellige typer spring opst˚ar. Dette er relevant, da vi, for at kunne
belyse vores problemstilling tilfredsstillende, er nødt til at genskabe type IIb
spring. Afsnittet vil indeholde en præsentation af de benyttede dimensionsløse
størrelser samt en gennemgang af data og eksperimentelle observationer præsen-
teret af Bush et al. [2006]. Hertil kommer en gennemgang af de eksperimentelle
indstillinger, der benyttes til at undersøge de forskellige typer spring. Endvidere
indeholder afsnittet en redegørelse over vores egne eksperimentelle overvejelser,
hvilke ikke umiddelbart er blevet undersøgt af Bush et al. [2006].
2.1 Dimensionsløse størrelser
Bush et al. [2006] opskriver i alt syv parametre, som har indflydelse p˚a, hvilken
type spring der opst˚ar. De syv parametre er flowet Q, den kinematiske viskositet
ν, overfladespændingen σ, densiteten ρ, gravitationskonstanten g, radius af
væskestr˚ale a samt den ydre højde mellem plade og væg hy. I resten af rapporten
approksimeres radius af væskestr˚alen til at have samme størrelse som rdyse. Disse
parametre kan ses p˚a figur 1.1 og kan opstilles i fire forskellige dimensionsløse
størrelser. Dette skyldes, at de syv parametre indeholder tre fundamentale
enheder; længde, tid og masse. Differencen mellem antallet af parametre og
antallet af fundamentale enheder giver, ud fra pi-teoremet, det mindste antal
af dimensionsløse parametre, der skal benyttes til at beskrive hele systemet
[Nakayama, 2000].
Af de fire størrelser, der udregnes i Bush et al. [2006], er tre af dem velkendte
inden for hydrodynamikken. Disse er henholdsvis Reynolds tal, Webers tal og
Bonds tal, og den generelle beskrivelse af disse tager udgangspunkt i Nakayama
[2000]. Derudover anvendes en ekstra dimensionsløs størrelse, i denne rapport
kaldet LR-tal, for at f˚a alle parametre i brug. Vi vil her uddybe de forskellige
dimensionsløse størrelser og vise, hvordan de anvendes i Bush et al. [2006].
Reynolds tal er normalt givet som
Re =
vl
ν
(2.1)
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hvor v er farten af væsken, og l er en karakteristisk længde. Udtrykket frem-
kommer ved at se p˚a forholdet mellem kraften fra inertien af væsken og kraften
fra viskositeten. Reynolds tal kan blandt andet bruges til at bestemme, om
der er tale om laminart eller turbulent flow. Der er tale om turbulent flow,
n˚ar Reynolds tallet overstiger en kritisk grænse. I Bush et al. [2006] angives
Reynolds tallet som
Re =
Q
νa
(2.2)
vl omskrives til Qa , hvor a er radius p˚a væskest˚alen.
Webers tal er givet som
We =
ρv2l
σ
(2.3)
hvor v er farten af væsken, og l er en karakteristisk længde. Webers tal kommer
fra forholdet mellem væskens inerti og overfladespænding. Det afgør alts˚a,
om overfladespændingen betyder noget i forhold til den kraft, der kommer af
væskens bevægelse. Sammensat af de relevante parametre bliver Webers tal
ifølge Bush et al. [2006]
We =
ρQ2
σh3y
(2.4)
Som med Reynolds tal anvendes der igen flow over en karakteristisk længde i
stedet for fart. Her har Bush et al. [2006] valgt at anvende hy som karakteristisk
længde.
Bonds tal er givet ved
Bo =
ρabf l
2
σ
(2.5)
hvor l er en karakteristisk længde, og abf er accelerationen fra body force, der
normalt sættes til tyngdeaccelerationen g, men ogs˚a kan være en acceleration,
som kommer ved p˚avirkning fra en elektromotorisk kraft. Et Bonds tal giver
alts˚a en ide om, hvor stor overfladespændingen er i forhold til tyngdeaccelera-
tionens p˚avirkning. Et højt Bonds tal indikerer, at et system er up˚avirket af
overfladespændingen. Et lav tal indikerer derimod, at overfladespændingen har
størst indflydelse. Med de relevante parametre sammensætter Bush et al. [2006]
Bonds tal som
Bo =
ρga2
σ
(2.6)
Som ved Reynolds tal er str˚aleradius, a, valgt som karakteristisk længde.
Det er værd at notere sig, at man normalt inden for hydrodynamik ogs˚a ar-
bejder med en dimensionsløs størrelse, der hedder Frouds tal, n˚ar man beskriver
eksempelvis bølgeudbredelse ved lavtvandsbølger. Dette kan udtrykkes som
Fr =
√
We
Bo
(2.7)
Frouds tal kan alts˚a udtrykkes ved de i forvejen anvendte størrelser, og derfor
er det unødvendigt at inkludere denne.
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I artiklen af Bush et al. [2006] indføres en ekstra dimensionsløs størrelse,
som beskriver forholdet mellem de to karakteristiske længder, a og hy.
LR =
a
hy
(2.8)
Denne størrelse kaldes her LR for længderatio og kan ikke udtrykkes ved de
andre dimensionsløse størrelser. Da der er to karakteristiske længder, indføres
denne dimensionsløse størrelse, som tager højde for begge to.
2.2 Eksperimentelle data
I dette afsnit vil vi redegøre for de eksperimentelle data fra Bush et al. [2006]
samt de dertilhørende parameterindstillinger, som blev benyttet til at skabe
polygon- og kløverspring. Denne gennemgang opstilles som reference til vo-
res egen eksperimentelle fremgangsma˚de samt til sammenligning af data og
observationer gjort af henholdsvis Bush et al. [2006] og denne projektgruppe.
De af Bush et al. [2006] anvendte væsker var forskellige blandinger af
glycerol fortyndet i vand. Den kinematiske viskositet l˚a i omr˚adet 1-35 cS,
densiteten mellem 1,0-1,2 g/cm3 og overfladespændingen mellem 60 og 70 dyn/cm.
Str˚aleradius, a, som blev styret af et dysehoved, havde størrelserne 0,2, 0,38,
0,45 og 0,5 cm. Der blev desuden lagt vægt p˚a selve udformningen af dysen med
henblik p˚a blandt andet at begrænse turbulens for at opn˚a laminar strømning.
Ved dysens udgang var indersiden lavet konisk og samtidig gjort glat, da selv
sma˚ ujævnheder resulterede i uregelmæssigheder i de observerede spring. Der
blev diskuteret, hvad dysens profil havde af betydning, og det blev konkluderet,
at der ikke skete observerbare forandringer, s˚a længe vinklen p˚a den indvendige
kegleform l˚a mellem 45◦ og 70◦. Det blev observeret, at en dyseradius p˚a 0,5
cm, svarende til den Ellegaard et al. [1999] benyttede, gav de mest regelmæssige
polygonale spring. Ved efterfølgende at variere p˚a størrelsen af dysen og væskens
viskositet var de i stand til at undersøge et nyt regime, som nu indeholdt figurer
i form af kløverformede og ovale spring, se figur 2.1.
For at undersøge overfladespændingens betydning havde de som udgangs-
punkt indstillet parametrene til at give et stabilt spring med 5-kanter og en
gennemsnitsradius p˚a 2 cm, hvorefter de dryppede 1-2 dr˚aber overfladeaktivt
stof ned i væsken. Dette medførte tre kvalitative ændringer: For det første
udvidede springets gennemsnitsradius sig med ca. 20 %. For det andet blev den
polygonale instabilitet fortrængt, og springet antog en cirkulær form. For det
tredje blev springet betydeligt mindre brat.
Polygonregimet blev undersøgt eksperimentelt ved at anvendelse af følgende
konstante parametre: rdyse = 0, 5 cm, hdyse = 2, 5 cm, ν = 10 cS, hvor det
tilsvarende Bond tal var Bo = 4, 62. Undervejs blev hy justeret trinvist, hvor
der ved hvert trin blev kørt med en række forskellige flows Q. Ved laveste hy,
0,45 cm, antog springene den cirkulære form. Ved at øge hy til 0,57 cm opstod
type IIa springet. Ved yderligere forøgelse af hy opstod de polygonale spring.
Der blev dog ikke observeret noget spring for hy > 0, 83 cm. Da denne rapport
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ikke har til hensigt af g˚a i dybden med kvantitative størrelser for type IIa spring,
vil der ikke blive gjort mere ud af denne beskrivelse. Den tjener det forma˚l at
sammenligne opstillingen ved polygonspring med opstillingen ved kløverspring.
Figur 2.1: Figuren viser de figurer fra kløverregimet, som Bush et al. [2006]
observerede under deres arbejde med type IIb spring. Billederne viser: (a)
katteøje, (b) tokløver, (c) skæv tokløver (”sommerfugl”), (d) trekløver, (e)
firkløver og (f) ottekløver. [Bush et al., 2006]
Figur 2.2 er meget interessant for vores projekt, da den beskriver det
parameterregime, der arbejdes med. Parametrene blev af Bush et al. [2006] sat til
rdyse = 0, 2 cm og hdyse = 2, 5 cm med det tilsvarende Bonds tal Bo = 0, 74. Der
blev desuden anvendt en glycerol-vand blanding med en kinematisk viskositet
p˚a 32 cS. Ved brug af disse parametre opstod de asymmetriske former i form
af kløvere i stedet for polygoner. Det vil sige, at der først opstod cirkulære
10
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Figur 2.2: Figuren viser et diagram over hhv. Reynolds tal og a/H (med vores
termer LR-tal) plottet mod Webers tal. De forskellige symboler repræsenterer
forskellige typer spring: 4, trekløver; ×, firkløver; ∗, oval; , tokløver; ◦, type 1
spring; •, type 2 spring; +, intet spring. Det fremg˚ar ikke, hvad  repræsenterer.
[Bush et al., 2006].
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henholdsvis type I og type II spring og efterfølgende kløverspring, i takt med at
hy blev trinvist øget.
I artiklen gøres der opmærksom p˚a, at figurerne blev udsat for hysterese,
hvilket vil sige, at parametersammensætningen ved overgangen fra en figur
til en anden var forskellig, alt efter om man øgede eller sænkede flowet. De
forstyrrede strukturerne ved at puste p˚a dem og fjernede dermed p˚avirkningen
fra hysteresen. Figurerne blev derefter stabile dog med sma˚ tidsafhængige
fluktuationer. Disse fluktuationer blev enten set ved, at hele springet roterede
en lille smule, eller ved at der opstod bølgelignende forstyrelser mod et enkelt
punkt i springet.
2.3 Hvad kan der tilføjes?
Efter gennemgang af hovedpunkterne fra Bush et al. [2006] er det tydeligt,
at de har lavet er stort arbejde med at redegøre for, hvordan de har skabt
type IIb spring og m˚alt dimensionsløse størrelser for disse. Som tidligere nævnt
er forma˚let med dette projekt blandt andet at undersøge den dimensionsløse
størrelse β, se ligning 1.1. Ser man bort fra hi og k, er det muligt at udtrække
alle de værdier fra artiklen, der skal bruges til at beregne en β-værdi. Derfor
kan man spørge sig selv, hvorfor det er interessant at genskabe de samme spring,
n˚ar nu s˚a mange oplysninger kan tages direkte fra deres artikel. Der er flere
ting, som vi mener er interessante at se p˚a, som ikke er med i artiklen, og som
derfor giver grund til selv at undersøge fænomenet yderligere. Her vil vi nævne
nogle af de ting, som vi p˚a forh˚and mener, er værd at undersøge.
I forhold til den opstillede model er der andre ting end bare at kende β, som
kan være interessante at arbejde med. Ellegaard et al. [1999] viser, at er kan
skabes flere eller færre hjørner i et polygon ved fastholdte parameterværdier. Vi
ønsker at undersøge, om denne sameksistens ogs˚a er mulig for kløverspring. Vi
vil alts˚a undersøge, om et spring kan manipuleres til at ændre form eksempelvis
fra trekløver til tokløver.
De forskellige radier i et spring er ikke nævnt i Bush et al. [2006] men kunne
være interessante at sammenligne med de radier, der fremkommer ved plotning
for modellen.
I Bush et al. [2006] er det kun ændringer af hy og Q, der undersøges. Det
kunne derfor være relevant, i forhold til b˚ade β og for generel viden om type
IIb spring, at se p˚a, hvordan en ændring af ν p˚avirker springet.
Der gøres i artiklen opmærksom p˚a, at kløverspringene er udsat for fluktua-
tioner. Det kunne være interessant at se, om vi kan skabe dem helt stabile, eller
om de ogs˚a vil fluktuere her og eventuelt komme med et bud p˚a, hvorfor de
fluktuerer. Modellen antager, at der kun eksisterer helt stabile spring, og derfor
er det vigtigt at undersøge, om der findes kløverspring, som ikke er udsat for
tidslige fluktationer. Udover at se p˚a sammenhænge med modellen er det ogs˚a
interessant at undersøge type IIb spring mere generelt. Bush et al. [2006] er de
eneste, som har set og beskrevet type IIb spring, og derfor er det naturligvis
interessant selv at undersøge, om der er mulighed for at gøre observationer,
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der ikke er beskrevet af Bush et al. [2006]. Dette gøres for at kunne give en
kvalitativ vurdering af, hvorvidt de observerede fysiske egenskaber, der er at
finde for spring i kløverregimet, indfanges af modellen, som beskrives i næste
afsnit.
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3 Beskrivelse af modellen
Dette afsnit vil indeholde en gennemgang af fysikken bag modellen for type IIa
spring fra Ellegaard et al. [1999], men det tager udgangspunkt i beskrivelsen
fra Hansen et al. [2002]. Modellen tager udgangspunkt i en radial kraftbalance
mellem en indadrettet hydrostatisk kraft og en udadrettet shearkraft for˚arsaget
af flowet og viskositeten for den nedfaldende væske. Udfra kraftbalancen defineres
den dimensionsløse parameter β, som har betydning for springets form, og der
indføres et minimeringskriterie i form af en liniespænding. Modellen kommer
til at bestemme formen p˚a de modellerede spring ud fra disse to kriterier. Til
sidst gør vi rede for muligheden for brug af samme kraftbetragtning p˚a type
IIb spring.
3.1 Udledning af kraftligevægt
Det antages i modellen, at der ingen indre strømninger finder sted i rolleren, og
den betragtes derfor som et seperat mekanisk objekt. Tværsnittet af rolleren
antages at have lige kanter, som det ses p˚a figur 3.1. Der betragtes en lodret
side, der vender ud imod den ydre væske, som derfor er udsat for et hydrostatisk
tryk p˚a grund af højdesforskellen p˚a hver side af springet. Desuden betragtes
en vandret side, hvor væsken strømmer under rolleren og derfor for˚arsager en
shearkraftp˚avirkning. Først vil der blive gjort rede for kraften for˚arsaget af det
hydrostatiske tryk, Find.
Da det antages, at trykket er konstant stigende ned gennem væsken, og der
derved er tale om et hydrostatisk tryk, m˚a størrelsen af dette være den samme
i alle retninger. Hvis der betragtes en z-akse med 0-punkt ved væskesøjlens
nedslagspunkt og positiv retning opad, kan vi opstille en ligning for det hy-
drostatiske tryk som funktion af væskehøjden. Trykket, der opstilles, er ikke
det absolutte tryk men det relative tryk i forhold til trykket ved indersiden af
rolleren. Der opskrives derfor følgende udtryk for trykp˚avirkningen
p(z) = ρg(hy − z) (3.1)
Da trykket er kraft pr areal, finder vi her det areal, der udsættes for kraftp˚avirkningen.
Det antages, at rollerens yderside er en lodret cylinder med radius R, som er
afstanden fra væskesøjlens nedslagspunkt til ydersiden af rolleren, og højden
dz, som er et udsnit af højden. Vi finder herved arealet til at være 2piRdz. Det
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Figur 3.1: Figuren viser et tværsnit af rolleren. Der er indtegnet de relevante
fysiske størrelser for bestemmelsen af kraftbalancen.
samlede tryk findes nu ved at integrere op fra højden af væskestanden lige før
springet, hi, til højden af væskestanden efter springet, hy.
Find = 2piR
∫ hy
hi
ρg(hy − z)dz
= 2piR
[
ρg
(
hyz − 1
2
z2
)]hy
hi
= 2piRρg
(
1
2
h2y − hihy +
1
2
h2i
)
= piRρg(hy − hi)2
(3.2)
Hvis der betragtes et infinitesimalt udsnit af cylinderen, kan der opstilles
følgende udtryk for dFind der virker p˚a udsnittet dθ.
dFind =
Find
2pi
dθ
=
Rρg
2
(hy − hi)2dθ
(3.3)
Med et endeligt udtryk for dFind vil vi nu g˚a videre til at udlede et udtryk for
den udadg˚aende shearkraft, dFud
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Hvis der betragtes et tværsnit af væsken, der flyder ud ved indersiden af
rolleren, findes der, som følge af no-slip betingelsen i bunden af væsken, en
hastighedsgradient dudz . Det antages her, at hastigheden vokser proportionalt
med væskehøjden, s˚a hastighedsgradienten derfor er konstant. Dette er en
vigtig antagelse, da den senere vil tillade at finde hastighedsgradienten som en
gennemsnitlig hastighed over en gennemsnitlig højde, da dette forhold burde
være konstant. P˚a grund af denne hastighedsgradient vil to væskelag gnide mod
hinanden, og der opst˚ar derved en udadg˚aende friktionskraft mellem rolleren og
væskelaget under rolleren. Da vi antager, at vi arbejder med usammentrykkelige
væsker, det vil sige newtonske væsker, er denne gnidningskraft proportional med
hastighedsgradienten samt faktoren µA. Her er µ væskens dynamiske viskositet,
og A er arealet af kontaktfladen, se figur 3.2, og Fud opskrives s˚aledes
Fud = µA
du
dz
(3.4)
Da der ikke er tale om cirkulære spring, er den indre radius af springet, r,
afhængig af vinklen θ. Det antages, at n˚ar vinklen θ er lille, er r(θ) konstant.
Derimod antages der i modellen, at den ydre radius, R, til alle vinkler er konstant.
For at finde A betragtes dette som et rektangel med den ene sidelængde R−r(θ),
som er rollerens bredde ved vinklen θ. Den anden sidelængde er produktet af
springets gennemsnitsradius, r∗, og vinkeludsnittet dθ, hvor r∗ = 12 (R+ r(θ)).
Arealet bliver derfor
A = (R− r(θ))R+ r(θ)
2
dθ (3.5)
Hastighedsgradienten kan findes ved at aflæse højden h∗ og hastigheden v∗ til
et givent punkt p˚a z-aksen. h∗ vælges til at være gennemsnittet af væskehøjderne
p˚a hver side af rolleren givet ved
h∗ =
hi + hy
2
(3.6)
Med udgangspunkt i denne højde kan den gennemsnitlige vandrette hastighed
v∗ bestemmes. Denne hastighed kan ogs˚a udtrykkes ved det lokale væskeflux
per radian, q(θ), hvor det samlede væskeflux udtrykkes ved
Q =
∫ 2pi
0
q(θ)dθ (3.7)
Derfor vil flowet gennem den lille vinkel θ være
q(θ)dθ = v∗A∗ (3.8)
hvor A∗ her er defineret som det gennemsnitlige vertikale areal, som væsken
passerer igennem, se figur 3.3, s˚aledes
A∗ = h∗r∗dθ (3.9)
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Figur 3.2: Vinkeludsnit p˚a dθ af springet samt væsken p˚a indersiden og ydersiden.
Markeret med gr˚at ses det areal, hvorp˚a friktionen mellem den udadstrømmende
væske og rolleren virker.
Derfor skrives v∗ nu som
v∗ =
q(θ)dθ
h∗r∗dθ
=
q(θ)
h∗r∗
(3.10)
Hastighedsgradienten findes nu ved at dividere v∗ med h∗
du
dz
≈ v
∗
h∗
(3.11)
Dette udtryk indsættes nu i ligning 3.4, og der opn˚as følgende udtryk for et
infinitesimalt bidrag til friktionskraften p˚a et lille vinkeludsnit dθ
dFud = kµ
v∗
h∗
(R− r)
(
R+ r
2
)
dθ (3.12)
hvor k er en geometrisk skaleringsfaktor, som indføres for at tage højde for,
at det fysiske areal kan afvige i forhold til det teoretisk antagede. Vi indfører
størrelsen y = rR og omskriver udtrykket
dFud = kµ
q(θ)
h∗2r∗
R(1− y)r∗dθ
=
4kµq
(hy + hi)2
R(1− y)dθ
(3.13)
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Figur 3.3: Vinkeludsnit p˚a dθ af springet samt højden af væsken p˚a indersiden
og ydersiden af springet. Det markerede areal er det gennemsnitlige vertikale
areal, gennem hvilket væsken passerer.
som giver det endelige udtryk for shearkraften.
Da rolleren er et stationært objekt, ma˚ de to kræfter, dFind og dFud være
lige store og modsatrettede, derfor f˚as
dFind = dFud (3.14)
Rρg
2
(hy − hi)2dθ = 4kµq(θ)
(hy + hi)2
R(1− y)dθ (3.15)
q(θ) =
g
8kν
1
1− y(θ) (h
2
y − h2i )2 (3.16)
hvor ν er den kinematiske viskositet udtrykt ved ν = µρ . Nu hvor q(θ) er kendt,
kan vi integrere op over hele cirklen og finde det totale flux s˚aledes
Q =
∫ 2pi
0
q(θ)dθ
=
g
8kν
(h2y − h2i )2
∫ 2pi
0
1
1− y(θ)dθ
(3.17)
β =
8kνQ
g(h2y − h2i )2
=
∫ 2pi
0
1
1− y(θ)dθ (3.18)
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Der er nu blevet opstillet et udtryk β, hvor alle størrelser, med undtagelse af
skaleringsfaktoren k, er ma˚lbare. Det ses desuden, at β kan opskrives ud fra
dimensionsløse størrelser samt hi og hy s˚aledes
β = 8k
We
Bo
LR
Re
h4y
(h2y − h2i )2
(3.19)
Da der er mange funktioner y(θ), som opfylder betingelserne for β, afgrænses
antallet af mulige løsninger ved at indføre en ny betingelse via en liniespænding.
3.2 Liniespænding
N˚ar man forstyrrer siderne i et spring, vil man kunne se, at de vil st˚a og oscillere
for s˚a langsomt at blive stabile igen. Siderne minder derved om et elastisk
legeme, der bliver udsat for en forstyrrelse. Det antages i denne model, at dette
skyldes en liniespænding, der skaber et stationært spring med en s˚a lille omkreds
som muligt.
Radius r af springet betragtes som en vektor og opstilles her som en funktion
af vinklen θ
r¯(θ) =
(|r(θ)|cos(θ), |r(θ)|sin(θ)) = (f(θ), g(θ)) (3.20)
For at opstille et udtryk for springets samlede omkreds betragtes først to radier,
r¯(θ) og r¯(θ+ ∆θ), ved en infinitesimal ændring i θ. Vektoren ∆r¯ er da givet ved
∆r¯ = r¯(θ + ∆θ)− r¯(θ) = ds (3.21)
hvor ds er omkredsen ved det lille vinkeludsnit ∆θ, se figur 3.4. Længden af ∆r¯
kan findes s˚aledes
|∆r¯| =
√(
f(θ + ∆θ)− f(θ))2 + (g(θ + ∆θ)− g(θ))2 (3.22)
Hvis denne deles med ∆θ, opn˚as følgende udtryk
|∆r¯|
∆θ
=
√(
f(θ + ∆θ)− f(θ)
∆θ
)2
+
(
g(θ + ∆θ)− g(θ)
∆θ
)2
(3.23)
Hvis vi lader ∆θ → 0, f˚ar vi
ds =
√
f ′2 + g′2dθ
=
√(− r′sin(θ) + rcos(θ))2 + (r′cos(θ) + rsin(θ))2dθ
=
√
r2 + r′2dθ
(3.24)
Springets samlede omkreds findes nu ved at integrere op over θ
S =
∫ 2pi
0
√
r2 + r′2dθ (3.25)
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For at opn˚a et udtryk hvor y st˚ar i integralet, divideres ovenst˚aende ligning
med den vinkeluafhængige ydre radius R. Derved opn˚as
S/R =
∫ 2pi
0
√
y2 + y′2dθ (3.26)
Dette integrale skal minimeres jævnfør kriteriet om at minimere omkredsen,
som det stationære spring vil have, hvilket giver os den anden betingelse, som
funktionen y(θ) skal opfylde.
Figur 3.4: Figuren demonstrerer, hvorfor udsnittet ds af omkredsen ved sma˚
vinkler kan approksimeres til længden |r|.
3.3 Anvendelse af Ellegaards model p˚a type IIb spring
Følgende afsnit omhandler vores tanker bag, og en redegørelse for, hvorvidt der
p˚a baggrund af modeludledningen kan forventes at være en mulig anvendelse
af denne model til type IIb spring. Dette vil i s˚a fald indebære at benytte
principperne bag kraftbetragtningen til at modellere type IIb spring p˚a samme
ma˚de som ved type IIa spring. Det er en endnu ikke-undersøgt ide at vurdere
modellen i forhold til type IIb spring. Da der af denne grund ikke findes andre
resultater at referere til i dette afsnit, vil det i sin form være en blanding af en
redegørelse og en diskussion, som danner et udgangspunkt for vores efterfølgende
eksperimentelle undersøgelser.
Overordnet set er der fællestræk ved de to spring, som gør at antagelsen,
om at samme model kan beskrive begge spring, er en mulighed. Hvis man ser
p˚a parametrene, er det de samme syv, som p˚avirker begge spring. Størrelsen
p˚a parametrene er dog forskellige for de to spring, men da vi arbejder med en
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simpel model uden nogen form for parameterafgrænsning, er der ikke noget som
forhindrer disse ændringer. Samtidig indeholder begge spring en indre roller,
der ligger ved overfladen af væsken og en ydre roller, som bliver skabt ved
grænselaget ved bunden. Selve springet finder sted mellem disse to rollere.
Udfra empirisk observation af type IIb spring antager vi, at dette spring,
ligesom type IIa spring, befinder sig i et steady state, hvor der m˚a forekomme
en kraftbalance mellem en udadg˚aende samt en indadg˚aende kraft. Den ind-
adg˚aende kraft regnes, som i tilfældet med type IIa spring, for at komme af
et hydrostatisk tryk, der kommer af højdeforskellen mellem henholdsvis før og
efter springet. Da der er tale om en tilstandsfunktion for systemet, antages det,
at de nye strukturer i springet ikke spiller ind overfor det hydrostatiske tryk, og
at denne derfor stadig kan ses som en funktion af forskellen mellem hi og hy.
Figur 3.5: Figuren viser et tværsnit af et type IIb hydraulisk spring indtegnet
med de samme fysiske parametre, som er gældende for det tilsvarende tværsnit
af et type IIa spring p˚a figur 3.1. Desuden er b˚ade den indre og ydre roller
indtegnet.
Den udadg˚aende kraft kan ligeledes opstilles som en shearkraftp˚avirkning, der
kommer af no-slip betingelsen og danner en udadg˚aende gnidningskraft mellem
det forbipasserende væskelag og den inderste roller i type IIb springet. Arealet
under rolleren ma˚ naturligvis have en anden form, idet springet har en anden
form. Men hvis man, som ved polygonspring, betragter et vinkeludsnit med en
tilpas lille vinkel, m˚a antagelsen, om at r(θ) er konstant, være acceptabel. Idet
antagelsen viser sig at være upræcis, m˚a denne eventuelt kunne blive indfanget
af vores geometriske skaleringskonstant, k. Vi forventer s˚aledes, p˚a baggrund af
de sm˚a forskelle i tværsnittene mellem type IIa og type IIb spring, at modellen
i udgangspunkt bør opfylde den samme kraftligevægt i begge tilfælde.
Liniespændingens betydning er sværere at vurdere i dette tilfælde. Som
beskrevet for type IIa er dens funktion at minimere omkredsen af springene,
som der er ved polygonspring. Den indføres, fordi der observeres dæmpede
svigninger, n˚ar en side forstyrres. Det er ikke beskrevet, hvad der sker, n˚ar
en kant forstyrres p˚a et kløverblad. Alts˚a vides det ikke, om der her vil ske
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dæmpede svingninger, som det sker for polygonspring. Da der grundlæggende er
tale om samme system i b˚ade kløver og polygonspring, er det dog ikke urealistisk
at tro, at den mekanisme, der for˚arsager liniespændingen i polygonspring, ogs˚a
ma˚ være tilstede ved kløverspring. Derfor mener vi, at det er rimeligt ogs˚a
at inkludere en liniespænding og dermed et minimeringskrav i modellering af
kløverspring.
Vi har nu præsenteret de generelle sammenfald mellem de to spring, og der
er blevet argumenteret for at benytte den samme kraftbetragtning p˚a figurer
i kløverregimet. Vi vil nu g˚a videre til at præsentere den matematik, der er
nødvendig for at kunne implementere modellen i matlab og dermed undersøge
den for løsninger, der ligner figurerne i kløverregimet.
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4 Matematisk modellering
Kraftligevægten og minimeringskravet, som blev opstillet i foreg˚aende afsnit,
sætter de fysiske rammer for modellen. Følgende afsnit indeholder en præ-
sentation af den matematik, der anvendes til at bestemme funktionen y med
udgangspunkt i denne kraftligevægt og minimeringskravet. Der anvendes va-
riationsregning til at udlede en differentialligning for y, og derefter afgrænses
mængden af funktioner, der kan anvendes som løsning til denne differentiallig-
ning p˚a baggrund af de fysiske betingelser. S˚a følger en opdeling af de to mulige
løsningrum for modellen, og der opstilles, p˚a baggrund af denne inddeling, to
integraler. Disse udregnes numerisk, og ud fra disse udregninger kan der findes
løsninger til modellen, der, n˚ar de plottes polært, giver de ønskede grafiske
løsninger.
4.1 Variationsregning
Der blev i forrige afsnit opstillet en model over, hvorledes kræfter og liniespæn-
ding har indvirkning p˚a cirkulære hydrauliske spring. Ud fra dette er det vist, at
formen p˚a det cirkulære hydrauliske spring kan beskrives ved forholdet mellem
den indre og den ydre radius, y, som funktion af vinklen θ. Modellen er opbygget
af to integraler,
β =
8kνQ
g(h2y − h2i )2
=
∫ 2pi
0
1
1− y(θ)dθ (4.1)
og
S/R =
∫ 2pi
0
√
y2 + y′2dθ (4.2)
der henholdsvis beskriver kræfterne og liniespændingen, der virker p˚a systemet.
Funktionen y(θ) er en ukendt funktion, der i dette tilfælde skal findes, s˚a denne
giver den mindst mulige omkreds ved indsættelse i ligning (4.2) og samtidig
opfylder kraftbalancen givet i ligning (4.1).
Et s˚adant problem kan løses ved hjælp af variationsregning med en bibetin-
gelse. Med udgangspunkt i de to funktioner der integreres
F (θ, y′, y) =
√
y2 + y′2 (4.3)
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og
G(θ, y) =
1
1− y (4.4)
kan der i dette specifikke tilfælde opstilles følgende ligning ud fra Euler-Lagrange
ligningen
F − y′ ∂F
∂y′
− λ
(
G− y′ ∂G
∂y′
)
= c (4.5)
hvor y′ = dy/dθ, c er en konstant og λ er en s˚akaldt Lagrange-multiplikator
[Riley et al., 2006].
Da
∂F
∂y′
=
1
2
2y′√
y2 + y′2
=
y′√
y2 + y′2
(4.6)
og
∂G
∂y′
= 0 (4.7)
giver ligning (4.5) √
y2 + y′2 − λ
1− y −
y′2√
y2 + y′2
= c (4.8)
Isoleres y′, f˚as differentialligningen
y′ = ±y
√
y2(1− y)2 − (c(1− y) + λ)2
|c(1− y) + λ| (4.9)
Det er denne differentialligning, der skal benyttes til at bestemme funktionen
y(θ), og derved ogs˚a formen p˚a springet. Der er dog flere funktioner, der
opfylder ovenst˚aende. I det følgende afsnit vil der blive opstillet nogle fysiske
begrænsninger af funktionen, s˚aledes at løsningerne til differentialligningen kan
anvendes.
4.2 Bestemmelse af funktionen
P˚a baggrund af de fysiske betragtninger af systemet kan antallet af brugbare
funktioner y(θ) begrænses. Funktionen y(θ) beskriver bredden p˚a rolleren ved
forholdet mellem den indre og den ydre radius i springet. Der m˚a derfor gælde,
at 0 < y < 1, hvor y g˚ar mod 1, n˚ar rollerens størrelse g˚ar mod 0. Desuden skal
funktionen være defineret i hele intervallet [0; 2pi] og være periodisk, s˚aledes at
y(0) = y(2pi). Desuden skal funktionen være differentialbel.
Symmetrien i formen p˚a type II hydrauliske spring medfører, at funktionen
m˚a have et antal perioder p˚a intervallet [0; 2pi], som er lig med antallet af sider
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n i polygonet eller kløveren. Desuden skal funktionen indenfor en s˚adan periode
være symmetrisk omkring midtpunktet. Det vil derfor kun være nødvendigt
at betragte funktionen indenfor et interval af størrelsen 2pi2n =
pi
n . Samtidig
medfører dette, at man betragter funktionen i et interval, hvor den er monoton.
P˚a den ma˚de kan man forsimple forsøget p˚a at finde en passende funktion
ved at betragte funktioner, der er monotont stigende i et interval [0; θ∗], hvor
θ∗ = pin . Funktionen vil s˚aledes have minimum ymin for y(0) og maksimum ymax
for y(θ∗). Dette vil betyde, at differentialligningen (4.9) vil antage værdien 0
for θ = 0 og θ = θ∗. Det kan ses, at y′ = 0 n˚ar fjerdegradspolynomiet
R(y) = y2(1− y)2 − (c(1− y) + λ)2 (4.10)
under kvadratrodstegnet giver 0, eller n˚ar y = 0. Det kan dog vises, at den
sidste mulighed ikke er interessant rent fysisk, jævnfør appendiks B.1.
4.3 Inddeling af parameterrum
Ud over de fysiske begrænsninger p˚a funktionen y(θ) skal der ogs˚a tilføjes nogle
begrænsninger p˚a de to parametre c og λ, der begge stammer fra variations-
regningen. I dette afsnit vil der blive præsenteret, hvorledes parameterrummet,
udspændt af c og λ, skal inddeles for at skabe fysisk relevante løsninger til
ligning (4.9).
Fjerdegradspolynomiet kan omskrives til to andengradspolynomier, P (y) og
Q(y), s˚aledes
R(y) = y2(1− y)2 − (c(1− y) + λ)2
=
(−y2 + (1 + c)y − (c+ λ)) (−y2 + (1− c)y + (c+ λ))
= P (y)Q(y)
(4.11)
Parametrene analyseres i det tilfælde, hvor fjerdegradspolynomiet har fire
rødder, s˚aledes at b˚ade P (y) og Q(y) har 2 rødder, da dette er den eneste fysisk
relevante mulighed jævnfør appendiks B.2. For at f˚a fysisk relevante løsninger
er det nødvendigt, at alle disse fire rødder er reelle. Samtidig skal det gælde for
fjerdegradspolynomiet, at dette ogs˚a antager reelle værdier, hvilket betyder, at
P (y) og Q(y) skal have samme fortegn.
Fra afsnit 4.2 vides det, at y(θ) skal have minimum i ymin og være stigende
indtil, den n˚ar maksimum i ymax. Dette betyder, at differentialligningen skal
have rod for y = ymin og y = ymax og være positiv imellem de to rødder.
Samtidig vides det, at y ∈]0; 1[, hvis løsningen skal give fysisk mening. Hvis
ligning (4.10) betragtes, ses det, at den ledende koefficient er positiv, og R(y)
vil s˚aledes være positiv imellem de to inderste rødder, hvilket ogs˚a kan ses p˚a
figur 4.1. Disse vil derfor kunne anvendes som ymin og ymax, s˚afremt de ligger
mellem 0 og 1.
Ved at indsætte −λ og −c i ligning (4.11) kan det ses, at det kun er
nødvendigt at arbejde i to kvadranter af parameterrummet, da de to andre
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Figur 4.1: En graf for et fjerdegradspolynomie med positiv ledende koefficient
og fire rødder. Da den ledende koefficient er positiv, og der er fire rødder, vil
den være positiv mellem de to inderste rødder.
vil være spejlinger heraf. I det følgende vil der derfor blive arbejdet ud fra en
antagelse om, at λ > 0.
For at f˚a fire reelle rødder skal hver af de to andengradspolynomier have to
reelle rødder. Dette medfører, at diskriminanterne for disse skal være positive,
og der gælder derfor følgende uligheder
(1 + c)2 − 4(−1)(−c− λ) = (1− c)2 − 4λ > 0 (4.12)
og
(1− c)2 − 4(−1)(c+ λ) = (1 + c)2 + 4λ > 0 (4.13)
hvilket kan omskrives til
−
(
1 + c
2
)2
< λ <
(
1− c
2
)2
(4.14)
Dette kan, p˚a grund af antagelsen om positiv λ, omskrives til
0 < λ <
(
1− c
2
)2
(4.15)
Udfra dette bestemmes det, hvilket parameterrum de ønskede løsninger ligger
i, samt hvilke rødder der kan antage rollerne som ymin og ymax. Polynomierne
Q(y) og P (y) har rødder givet ved
P (y) = 0⇔ y = 1 + c
2
±
√(
1− c
2
)2
− λ (4.16)
og
Q(y) = 0⇔ y = 1− c
2
±
√(
1 + c
2
)2
+ λ (4.17)
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De fire rødder betegnes nu P+, P−, Q+ og Q−, og det bemærkes at P− < P+
og Q− < Q+. For at finde de ønskede rødder undersøges størrelsen af disse i
parameterrummet for c og λ. Som eksempel undersøges Q+
Q+ =
1− c
2
+
√(
1 + c
2
)2
+ λ >
1− c
2
+
√(
1 + c
2
)2
=
1− c
2
+
∣∣∣∣1 + c2
∣∣∣∣ ≥ 1
(4.18)
hvor λ > 0. Q+ kan alts˚a ikke antage rollen som ymin eller ymax, da disse skal
være defineret p˚a intervallet ]0, 1[. Ved p˚a tilsvarende ma˚de at undersøge de
resterende rødder vises det, at der findes to parameteromr˚ader, hvori de ønskede
løsninger findes. Disse omr˚ader benævnes omr˚ade A og B og er skitseret p˚a
figur 4.2. Der gælder desuden for omr˚ade A, at ymin = P− og ymax = P+, samt
at ymin = Q− og ymax = P+ for omr˚ade B. Dertil kan parametersammensæt-
ningen 0 < λ < −c findes for omr˚ade B, mens der for omr˚ade A kan findes
parametersammensætningen −1 < c < 1 og −c < λ < ( 1−c2 )2.
Figur 4.2: Figuren viser hvilke løsningsomr˚ader, der findes udfra parametersam-
mensætning af c og λ. Omr˚aderne A og B opfylder kravene som løsninger, der
kan benyttes til modellen opstillet i Ellegaard et al. [1999]
De løsninger der er præsenteret i Ellegaard et al. [1999] er fra A omr˚adet,
mens B omr˚adet er det parameteromr˚ade, der af forfatterne til Hansen et al.
[2002] blev betragtet som ufysisk. Det er s˚aledes dette parameteromr˚ade, der
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anvendes i denne rapport. Der er s˚aledes givet følgende størrelser
ymin = Q− =
1− c
2
−
√(
1 + c
2
)2
+ λ (4.19)
og
ymax = P+ =
1 + c
2
+
√(
1− c
2
)2
− λ (4.20)
samt de to øvrige rødder
a = P− =
1 + c
2
−
√(
1− c
2
)2
− λ < ymin (4.21)
og
b = Q+ =
1− c
2
+
√(
1 + c
2
)2
+ λ > ymax (4.22)
Disse rødder kan anvendes til at faktorisere R(y) i den følgende opstilling af
integraler, der skal benyttes til at finde de ønskede løsninger til modellen.
4.4 Opstilling af integralet
N˚ar der er valgt et løsningsrum for differentaillingningen, kan denne benyttes
til at opstille et integrale. Der gælder at
θ∗ =
∫ θ∗
0
dθ (4.23)
Ved substitution med y(θ) f˚as
θ∗ =
∫ ymax
ymin
dθ
dy
dy (4.24)
Dette kan anvendes sammen med differentialligningen
y′ =
dy
dθ
= y
√
y2(1− y)2 − (c(1− y) + λ)2
|c(1− y) + λ| (4.25)
hvor der er set bort fra den negative løsning, jævnfør appendiks B.3.
S˚aledes f˚as
θ∗ =
∫ ymax
ymin
|c(1− y) + λ|
y
√
(y − a)(y − ymin)(ymax − y)(b− y)
dy (4.26)
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hvor a < ymin < ymax < b er rødderne til fjerdegradspolynomiet, bestemt i
forg˚aende afsnit, for de to mulige parameterrum. Da dette integrale vil antage
værdien 0 i nævneren for y = ymin eller y = ymax, foretages 2 substitutioner,
z = 2
y − ymin
ymax − ymin − 1 (4.27)
og
t = cos−1(z) (4.28)
Disse giver tilsammen integralet
θ∗ =
∫ pi
0
|c(1− y) + λ|
y
√
(y − a)(b− y)dt (4.29)
Ved at foretage disse substitutioner opn˚as samtidig, at y er fuldstændig givet
som en funktion af t, n˚ar c og λ er bestemt
y =
(z + 1)(ymax − ymin)
2
− ymin
=
(cos(t) + 1)(ymax − ymin)
2
− ymin
(4.30)
Samtidig medfører dette, at der integreres fra ymax til ymin snarere end omvendt.
Derudover vides det, fra afsnit 3, at
β =
∫ 2pi
0
1
1− y dθ (4.31)
Som tidligere beskrevet skal der gælde, at θ∗ = pin , s˚a integralet kan omskrives
til
β
2n
=
∫ θ∗
0
1
1− y dθ (4.32)
hvilket igen, med de samme substitutioner som tidligere, kan omskrives til
β
2n
=
∫ pi
0
|c(1− y) + λ|
y(1− y)√(y − a)(b− y)dt (4.33)
Slutteligt kan der opstilles to integraler,
θ∗ =
pi
n
=
∫ pi
0
|c(1− y) + λ|
y
√
(y − a)(b− y)dt (4.34)
og
B =
β
2n
=
∫ pi
0
|c(1− y) + λ|
y(1− y)√(y − a)(b− y)dt (4.35)
Disse skal begge være opfyldt for, at der kan være tale om den rigtige
funktion y(θ). Dette involverer ogs˚a, at der skal findes værdier for c og λ, som
dels falder ind i det ønskede løsningsomr˚ade, men ogs˚a gør at de to integraler
giver de ønskede værdier, for givne værdier af β og n. Dette problem løses
numerisk, hvilket er forklaret i følgende afsnit.
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4.5 Numeriske løsninger
Følgende afsnit har til forma˚l at forklare, hvordan der numerisk kan findes
løsninger til modellen. Denne fremgangsmetode til at finde løsninger er blevet
inkorporeret i to matlab-funktioner, der begge kan findes i appendiks C.
Som nævnt i afsnit 3 er der to integraler, der bestemmer løsningen af
modellen. Disse er
θ∗ =
∫ pi
0
|c(1− y) + λ|
y
√
(y − a)(b− y)dt (4.36)
og
B =
∫ pi
0
|c(1− y) + λ|
y(1− y)√(y − a)(b− y)dt (4.37)
For at kunne bruge disse integraler er det nødvendigt at kende de indg˚aende
konstanter c og λ, der begge stammer fra variationsregningen. N˚ar disse er kendt,
er integralerne udtrykt fuldstændigt og kan udenvidere beregnes numerisk. Da
der ikke umiddelbart er nogle randbetingelser, der kan knyttes direkte til de
to konstanter, er det mere hensigtsmæssigt at finde dem ved at se p˚a mulige
værdier af θ∗ og B. Som tidligere vist gælder der, at
θ∗ =
pi
n
(4.38)
og
B =
β
2n
(4.39)
Det er derfor muligt, ved variation af c og λ,
at finde minimum for funktionen
f =
(
θ∗ − pi
n
)2
+
(
B − β
2n
)2
(4.40)
for fastholdt β og n, da denne skal give 0, hvis der skal være overensstemmelse
mellem c, λ, β og n.
Dette kræver en løsning af de to integraler. Dette foreg˚ar numerisk ved at
finde værdien af funktionen i hvert af integralerne til ligeligt fordelte punkter
mellem 0 og pi. Dernæst findes middelværdien mellem hvert par af nabopunkter,
disse værdier summeres og der ganges med pi over den valgte opløsning. Dette
giver en approksimation til arealet under grafen til den indre funktion, og denne
approksimations præcision stiger antallet af valgtepunkter, der udregnes mellem
0 og pi. Samtidig kræves der et startgæt p˚a henholdsvis c og λ. Fra afsnit 4.3
vides det, at disse er begrænset til intervallerne
c ∈]−∞; 0[ og λ ∈]0;−c[ (4.41)
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Denne begrænsning kan gøres endnu mere præcis ved at indføre to størrelser ρ
og σ defineret som
ρ =
1
1− c (4.42)
og
σ = −λ
c
(4.43)
Disse størrelser indføres, da der for disse gælder
c ∈]−∞; 0[⇒ ρ ∈]0; 1[ (4.44)
og
λ ∈]0;−c[⇒ σ ∈]0; 1[ (4.45)
s˚aledes at det er muligt at begrænse sit gæt til to værdier mellem 0 og 1 og
derefter regne tilbage til c og λ.
Metoden til at finde værdien af integralerne numerisk er dog ikke fuldstændig
præcis, s˚a det kan forekomme, at den fundne minimumsværdi til funktionen f i
ligning (4.40) ikke er nul. Derfor accepteres ogs˚a værdier, der betragtes som
relativt tætte p˚a nul. Denne mangel p˚a præcision kan medføre, at
θ∗ 6= pi
n
(4.46)
hvilket vil resultere i, at det fundne vinkeludsnit ikke udgør en korrekt andel
af det polære plot. I sidste ende vil det betyde, at der kommer et hul i det
polære plot, som illustreret p˚a figur 4.3, eller at der vil komme et overlap. Da
det er umuligt at undg˚a sma˚ huller eller overlap, ma˚ der accepteres sma˚ fejl
i figurerne. Ekspemplet p˚a figur 4.3 vil naturligvis ikke blive accepteret som
en fysisk relevant løsning. Der anvendes kun løsninger, hvor der ikke med det
blotte øje kan observeres huller eller overlap.
N˚ar der er fundet værdier for c og λ, som gør funktionsværdien af f til-
strækkeligt lav, anvendes disse, og der er s˚aledes fundet en løsning til integralet
θ∗, som skal benyttes til at plotte de fundne former for spring. Dette gøres
ved, at funktionen y plottes som radius i et polært plot, hvor den dertilhørende
θ-værdi kan findes, ved at udregne θ∗ integralet numerisk men med varierende
øvre grænse for integrationsintervallet
θ∗ =
∫ t′
0
|c(1− y) + λ|
y
√
(y − a)(b− y)dt , t
′ ∈ [0; 2npi] (4.47)
Grunden til at t′ ∈ [0; 2npi] er, at der, som vist i afsnit 4.2, ved integration
fra 0 til pi kun findes1/2n del af figuren. Det er derfor nødvendigt at udregne
integralet fra 0 til 2npi for at f˚a den fuldendte figur.
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Figur 4.3: Et eksempel p˚a en ukorrekt numerisk løsning, hvor θ∗ < pi/n, i dette
tilfælde en tokløver med et hul i plottet.
Med udgangspunkt i variationsregning er alts˚a muligt, at opstille en mate-
matisk fremgangsm˚ade, der omdanner den fysiske kraftbalance og minimerings-
kravet til grafer, der kan anvendes til sammenligning med eksperimentelle data.
Plottene, der frembringes p˚a denne m˚ade, har ligesom i Hansen et al. [2002], en
tydelig lighed med de eksperimentelt fundne former, der bliver præsenteret i
Bush et al. [2006]. Vi vil forsøge at lave en mere direkte sammenligning med
egne eksperimentelle data. Det følgende afsnit vil være en præsentation af vores
eksperimentelle fremgangsma˚de.
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5 Eksperimentel redegørelse
Form˚alet med dette afsnit er at gennemg˚a fremgangsm˚aden i det eksperimentelle
arbejde udført i nærværende projekt. Det vil derfor indeholde beskrivelse af
forsøgsopstillingen med de dertilhørende komplikationer og vores løsninger p˚a
disse. Der vil være en gennemgang af forskellige anvendte m˚aleteknikker og til
sidst en beskrivelse af den benyttede væske.
5.1 Forsøgsopstilling
Forsøgsopstillingen blev bygget p˚a RUCs eget værksted og er blevet fremstillet
med udgangspunkt i et ønske om at kunne undersøge en stor del af de fysiske
parametre, der kan tænkes at have indvirkning p˚a fremkomsten af type IIb
spring. I sammenhæng med dette besøgte vi DTU for at se deres opstilling til
at lave hydrauliske spring. Denne forsøgsopstilling var dog lavet med henblik
p˚a at skabe type IIa spring, men var stadig en god inspirationskilde.
Figur 5.1: Figuren viser en skitse af forsøgsopstilling, som blev benyttet under
udførelsen af de forskellige forsøg.
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Figur 5.2: P˚a figuren ses pladen med de justerbare ben, ydervæggen og dysen,
som hænger lige over pladen.
Figur 5.3: Figuren viser kædesystemet, som gjorde det muligt at justere den
ydre højde meget præcist.
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Figur 5.4: Ændring af faldhøjde er mulig ved at dreje p˚a det sorte h˚andtag.
Forsøgsopstillingen kan ses p˚a figur 5.1 til 5.4, og er opbygget af følgende
elementer: Et dysehoved som kan udskiftes med forskellige radier rdyse og kan
reguleres i højden, s˚a ogs˚a hdyse kan styres. P˚a slangen førende til dysehovedet
er placeret en kugleventil, som giver mulighed for at regulere flowet Q. Væsken
vil fra dysehovedet falde ned p˚a en transparent plastikplade med en diameter p˚a
405 mm. Under denne plade er tre justerbare ben placeret. Disse giver mulighed
for at hæve og sænke pladen i forhold til den ydre væg, der omgiver pladen, og
dermed kan hy styres. Rundt om væggen er et reservoir placeret til at opfange
væsken og lade den løbe videre ned i en nedre beholder. Fra den nedre beholder
pumpes væsken op i en øvre beholder, og derfra løber den ned til dysen igen. De
to beholdere er yderligere forbundet via en slange, som gør, at væskemængden
i den øvre beholder har et konstant volumen, da overskydende væske sendes
direkte tilbage til den nedre beholder. Dette er gjort for, at trykket i den øvre
beholder, og dermed ogs˚a flowet ned til dysen, er tilnærmelsesvist konstant. Da
vores plade er gennemsigtig, er det muligt at filme og fotografere de forskellige
spring set neden fra.
Under de testforsøg vi lavede undervejs, var der forskellige ting, vi ændrede
for at gøre arbejdet med forsøget lettere for os selv. Det blev hurtigt klart, at
det var besværligt at dreje de tre ben under pladen enkeltvis og samtidig undg˚a,
at pladen kom til at ligge skævt. Vi fik derfor forbundet dem via et kædesystem,
se figur 5.3, s˚a benene kunne reguleres lige meget samtidigt ved at dreje p˚a
et enkelt h˚andtag. Dette h˚andtag blev lavet med samme gevind som benene
s˚aledes, at en fuld rotation ændrede pladens højde med 1, 5 mm, hvilket gav
mulighed for at arbejde meget præcist. Den ydre højde, hy, blev m˚alt ved først
at m˚ale væskehøjden over den ydre væg. Denne blev m˚alt til 4 mm og antaget
som værende konstant. Denne antagelse er baseret p˚a, at vi ikke umiddelbart
kunne observere andre værdier for denne højde uanset flowets størrelse. Pladen
blev s˚a lagt i niveau med væggen. Da vi vidste, at en hel omdrejning p˚a vores
h˚andtag, der justerede kæden og dermed den ydre højde, betød, at pladen blev
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sænket 1, 5 mm, brugte vi antallet af omdrejninger som et m˚al for yderhøjden
og lagde de 4 mm til. Selve m˚aden at m˚ale rotationer p˚a er rimelig præcis, men
det er uvist, om de 4 mm er en helt konstant størrelse og uvist, hvor meget
denne eventuelt kan variere.
Dysehovedet var i første omgang fasholdt af en tang, som gjorde det besvær-
ligt at ændre højden og stadig være sikret et helt lodret fald. Det fik vi klaret
ved at f˚a monteret dysen til en arm fra en overheadprojector. Denne gjorde det
muligt at justere højden via et h˚andtag og stadig sikre et lodret fald, se figur
5.4. P˚a undersiden af pladen valgte vi at placere en milimeterlineal, s˚a det blev
muligt at m˚ale den minimale og maksimale springradius.
5.2 Væske
Her følger en præsentation af den relevante data for den benyttede væske.
Væsken, som er anvendt til forsøgene, er en blanding af glycerol og vand.
Densiteten af væskeblandingen blev ma˚lt til ρ = 1162 kg/m3. Udfra Freier
[1976] vil der ved en temperaturændring fra 20 ◦C til 60 ◦C være en procentvis
ændring p˚a 2,05 % i volumen ved 60 % glycerol, angivet i masseprocent, og
en ændring p˚a 2,07 % ved 80 % glycerol. Da dette er en meget lille ændring i
forhold til andre usikkerheder i eksperimentet, har vi valgt at anse densiteten
af vores glycerol-vand blanding som konstant, især da væskens temperater
kun varierede med ca. 20 ◦C. Ved at analysere data fra Bush et al. [2006]
udregnede vi, ved hvilket flowinterval vi kunne forvente at finde kløverformer i
vores egne eksperimenter. Udfra Reynolds tallene p˚a figur 2.2 kan vi udfra den
logaritmiske skala se, at de har kørt i et interval fra 2,5 til 3,1, hvilket svarer
til et maksimalt Reynolds tal p˚a 103,1 ≈ 1258, 9, og et mindste Reynolds tal
p˚a 102,5 ≈ 316, 2. Herfra benytter vi os af ligning, 2.1, til at beregne flowet. Vi
antager, at rdyse = a, da faldhøjden holdes lille, og vi blot skal bruge det til at
estimere et flow til egne eksperimenter. Ud fra (5.1) og (5.2) finder vi derved
det maksimale og det minimale flow for eksperimenterne udført af Bush et al.
[2006]:
Qmin = 10
2,5 · 32 · 10−6 m2/s · 0, 002 m = 20, 24 · 10−6 m3/s (5.1)
Qmax = 10
3,1 · 32 · 10−6 m2/s · 0, 002 m = 80, 57 · 10−6 m3/s (5.2)
Da ma˚let var at skabe type IIb spring, valgte vi en væskeblanding tæt p˚a
den der benyttes i Bush et al. [2006], hvori viskositen l˚a p˚a 32 cS. Ifølge Lide
[2003] har en 76 % glycerol blanding en viskositet p˚a 33,88 cS ved 20 ◦C. Vi
forsøgte som udgangspunkt at ramme denne væskeblanding, da vi ans˚a den for
at ligge tilpas tæt p˚a de 32 cS. Vi løb dog ind i et problem under de første tests,
da vi fandt ud af, at pumpen opvarmede væsken. Temperaturen p˚a væsken var,
n˚ar forsøget blev startet, omkring 24 ◦C. Et par timer senere var temperaturen
oppe p˚a 40 ◦C. Da viskositeten er en temperaturafhængig størrelse, valgte vi
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en lidt tykkere blanding, og vi m˚alte viskositeten ved forskellige temperaturer,
se tabel 5.1. Ved hjælp af et Bohlin Rheometer blev den præcise dynamiske
viskositet, µ, af vores blanding ma˚lt i mPa·s. Ca. 3 ml af vores blanding blev
hældt i en beholder, og en cylinder blev nedsænket i væsken. Cylinderen blev sat
i rotation ved forskellige hastigheder, og rheometeret m˚alte den modstand, som
cylinderen blev p˚avirket af fra væsken. Vi lavede i alt 4 m˚alinger ved forskellige
temperaturer, og ved hver temperatur m˚alte vi viskositeten med 14 forskellige
hastigheder og tog gennemsnittet af disse. Det gav følgende resultater:
Tabel 5.1: Data over dynamisk viskositet ved forskellige temperaturer
Temperatur µ
25 ◦C 40, 2 mPa · s
30 ◦C 32, 2 mPa · s
35 ◦C 25, 6 mPa · s
40 ◦C 23, 1 mPa · s
Som det kan ses i tabellen ovenfor, er viskositeten meget temperaturafhængig,
og derfor har vi gjort brug af Arrhenius ligning for viskositet som funktion af
temperatur [Tilley, 2004]. Denne er givet som
µ(T ) = µ0e
E
R·T (5.3)
Her er µ den dynamiske viskositet, µ0 er en koefficient, E er aktiveringsenergien,
R er gaskonstanten og T er temperaturen m˚alt i kelvin. Dette giver os
µ(T ) = µ0e
K
T (5.4)
hvor K = ER . Ligning 5.4 kan omskrives til en lineær funktion, hvorp˚a der kan
foretages lineær regression ved hjælp af de 4 punkter. Dermed opn˚as følgende
udtryk for viskositeten af vores væske
µ(T ) = 3, 095 · 10−4e3,5·103 1T (5.5)
Dette udtryk er benyttet til at bestemme den dynamiske viskositet til forskellige
temperaturer p˚a samtlige ma˚linger. Da den kinematiske viskositet er µ/ρ, er
det nødvendigt at inddrage densiteten af væsken i udregningen, og der opn˚as
følgende udtryk for den kinematiske viskositet
ν(T ) =
3.095 · 10−4e3.5·103 1T
ρ
(5.6)
Faldet i viskositet n˚ar temperaturen steg, medførte ligeledes, at det maksi-
male flow steg. Dette kunne justeres med vores kugleventil. Flowet blev m˚alt p˚a
meget simpel m˚ade nemlig ved hjælp af et glas og stopur. Pladen blev sænket,
s˚a der var plads til glasset, og tiden, det tog at fylde glasset, blev ma˚lt. Ved
hver flowma˚ling blev 10 ma˚linger foretaget og gennemsnittet udregnet. Dette
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har selvføgelig medført en rimelig stor usikkerhed, og derfor regnes flowet kun i
hele tal. Et gennemg˚aende problem med forsøgsopstillingen var, at flowet ikke
kom højt nok op. I Bush et al. [2006] kørte de med flow helt oppe p˚a omkring
80 ml/s1, og de begyndte først at observere firkløvere ved et flow p˚a omkring 64
ml/s1. Det lykkedes med vores forsøgsopstlling kun at komme op p˚a lige under
50 ml/s1 p˚a trods af den lavere viskositet. I Bush et al. [2006] skitseres deres
pumpe til at være direkte forbundet til dysehovedet. Den pumpe, vi anvendte,
leverede et alt for ujævnt flow, til at dette var en mulig løsning.
Overfladespændingen fik vi aldrig ma˚lt, men vi ved fra Bush et al. [2006],
at deres l˚a imellem 60-70 dyn/cm. Samtidig ved vi fra Lide [2003] at en glycerol
blanding med 70 % glycerol har en overfladspædning p˚a 66,5 dyn/cm og for en 80 %
blanding er den 65,7 dyn/cm, begge ved 20 ◦C. Da overfladespændingen samtidig
er svagt faldende med temperaturen, og vi befandt os i et temperaturomr˚ade
over 20 ◦C, valgte vi at g˚a ud fra en størrelse p˚a 65 dyn/cm.
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6 Præsentation og diskussion af
resultater
Følgende afsnit indeholder en gennemgang af de eksperimentelle og model-
baserede resultater, der blev opn˚aet gennem projektet samt en diskussion af
disse. Først præsenteres de eksperimentelle m˚aledata og dernæst de tilsvarende
resultater for modellen. Disse vil herefter blive sammenlignet for at danne
grundlag for en diskussion og vurdering af, hvor godt modellen kan anvendes
som model for type IIb spring. Denne diskussion vil følge umiddelbart efter
sammenligningen og vil desuden indeholde en yderligere vurdering af modellen,
baseret p˚a yderligere kvalitative observationer som vi gjorde os undervejs i
projektet.
6.1 Eksperimentelle data
For at give en vurdering af reproducerbarheden af data fra Bush et al. [2006] vil
vores eksperimentelle data blive skematisk opstillet ud fra de fire dimensionsløse
størrelser, Reynolds, Webers, Bonds, og LR-tal, hvilke vil blive sammenholdt
med de tilsvarende størrelser, der præsenteres af Bush et al. [2006] p˚a figur
2.2 p˚a side 11. Hertil udregnes de tilhørende β/k-værdier. De eksperimentelt
fundne strukturer vil efterfølgende blive sammenholdt med de modelbaserede
strukturer.
Den første vellykkede rekonstruktion af type IIb spring, som vi opn˚aede, var
en tokløver, der er vist p˚a figur 6.1. Tokløveren fremkom indenfor et relativt
bredt udsnit af vores mulige parameteromr˚ade. En anden tidlig observation var et
katteøje, se figur 2.1 p˚a side 10. Denne observation skete allerede p˚a et tidspunkt,
inden forsøgsopstillingen endnu var helt fuldent. Da katteøjet desværre ikke
har været muligt at frembringe siden, bliver de benyttede parametre ikke
præsenteret. Det har desværre ikke været muligt at genskabe firkløveren indenfor
det benyttede parameteromr˚ade.
Det lykkedes at frembringe trekløvere, som illustreret p˚a figur 6.2. Nogle
af disse trekløverspring var dog udsat for periodiske fluktuationer, s˚aledes
at de eksisterede mellem 5 og 15 sekunder ad gangen, hvorefter de faldt fra
hinanden til en tokløverlignende og urolig tilstand for derefter at vende tilbage
til trekløverformen. Vi observerede muligvis ogs˚a en ottekløver, men denne var
udsat for s˚a kraftige tidslige fluktuationer, at det ikke var muligt at vurdere,
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Figur 6.1: P˚a figuren ses en tokløver fra vores eksperiment.
hvorvidt vores observation svarede til observationen af en ottekløver i Bush
et al. [2006].
Figur 6.2: P˚a figuren ses en trekløver fra vores eksperiment.
Dette har ført til, at det har været nødvendigt at definere en figurs stabilitet
for at gøre videre sammmenligning med modelresultater mulig. Vi har defineret
stabilitet ud fra to krav: Springet skal vende tilbage til samme figur efter en
total forstyrrelse, eksempelvis n˚ar flowet blokeres med en h˚and eller lignende.
Desuden skal eventuelle fluktuationer i figuren ikke medføre variationer i antallet
af blade indenfor mindst et minut. Denne tidsramme har vi valgt, da vi mener,
at et konstant antal blade over denne periode ikke kan betegnes som værende
tilfældig.
Som konklusion p˚a ovenst˚aende har det kun været muligt at opsamle data
p˚a tokløvere og trekløvere, hvilke til gengæld blev observeret ved flere forskellige
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parameterindstillinger. Den m˚alte data kan ses i appendiks A. Disse paramete-
rindstillinger er blevet omregnet til dimensionsløse tal, og udfra dette har vi
udregnet forholdet β/k. Dette muliggør en sammenligning med modelresultater.
P˚a tabel 6.1 er der opstillet de udregnede dimensionsløse størrelser. Her sætter
vi g til 9, 82 m/s2 og approksimerer hi ud af udregningen. Dette kan gøres, da
hi ifølge Ellegaard et al. [1999] er under en tiendedel af hy ved type IIa spring
og dermed kun udgør en procent af hy, efter den er blevet kvadreret. Da der
ved type IIb spring anvendes en højere hy end ved type IIa spring, anser vi det
som en rimelig approksimation. Dette gør det muligt at udtrykke β/k ud fra de
dimensionsløse størrelser s˚aledes
β
k
= 8
LRBo
WeRe
(6.1)
Da vi ikke har ma˚lt overfladespændingen, er en værdi valgt udfra tallene i
Bush et al. [2006]. Denne har vi approksimeret til 65 dyn/ cm. Det, vi har brug
for, er en udregning af β/k, og i denne forbindelse g˚ar overfladespændingen ud.
Regner man med en værdi p˚a 65 dyn/cm opn˚as følgende værdier
Tabel 6.1: Oversigt over de eksperimentelt fundne dimensionsløse størrelser. Re,
We og LR er angivet logaritmisk for direkte sammenligning med figur 2.2. Der
er desuden inkluderet data for en firkløver fra Bush et al. [2006]
log10(Re) log10(We) Bo log10(LR) Type af spring β/k
2,67 1,28 0,78 -0,7 Tokløver 0,0609
2,85 1,77 1,10 -0,6 Tokløver 0,1203
2,79 1,57 0,78 -0,643 Tokløver 0,1015
2,79 1,61 0,78 -0,627 Tokløver 0,1171
2,92 1,74 0,78 -0,632 Tokløver 0,1140
2,84 1,83 0,78 -0,57 Trekløver 0,1942
2,93 1,81 0,78 -0,607 Trekløver 0,1420
3,05 2,07 0,68 -0,64 Firkløver 0,32
Hvis man sammenligner resultaterne fra Bush et al. [2006], som ses p˚a figur
2.2 p˚a side 11, kan man se, at vores tal ligger i nogenlunde samme omr˚ade
i forhold til (We,Re)-plottet. Til gengæld ligger tallene i (We,LR)-plottet
ved siden af, og alle ma˚lingerne ligger i omr˚ader, hvor Bush et al. [2006] ikke
observerer nogen kløverformer. Dette kan skyldes usikkerheder i forsøget og især
usikkerhed omkring overfladespændingens værdi, som er en estimeret værdi.
Denne usikkerhed p˚avirker dog ikke vores β/k-værdi, da denne er uafhængig af
overfladespændingen.
Det ses, at forskellen p˚a β/k for tokløverne, bortset fra den første, ikke er
s˚a stor. De to trekløvere har relativt forskellige værdier, men fælles for begge
er, at den tilhørende β/k er højere end for tokløverne. Udfra figur 2.2 kan man
se, at der for firkløveren bliver fundet β/k = 0.32. Igen er det værd at notere
sig, at β/k er steget i forhold til tokløvere og trekløvere.
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6.2 Modelresultater
I følgende afsnit vil der blive præsenteret en undersøgelse af modelresultater
indeholdende vores vurderinger af mulige β-værdier til diverse observerede
kløverfigurer. Vi har valgt kun at præsentere resultater for to- til firkløvere,
da disse er de eneste, der blev præsenteret med tilhørende data i Bush et al.
[2006], og da vi ikke selv har været i stand til at producere andre. Der er dog
ikke umiddelbart nogen veldefineret øvre grænse for antallet af mulige sider.
Eksempelvis er der ikke noget til hinder for at modellere en tikløver, som vist
p˚a figur 6.3, hvilket ikke er observeret eksperimentelt.
Figur 6.3: Der lader ikke til at være en øvre grænse for antallet af mulige sider
indbygget i modellen. Her ses en tikløver med en β-værdi p˚a 15.
Som nævnt i Ellegaard et al. [1999] er det i modellen muligt at finde løsninger
med forskellige antal sider til den samme β-værdi. Et eksempel p˚a dette kan
ses p˚a figur 6.4, hvor der er tegnet henholdsvis to-, tre- og firkløvere, som alle
har β = 7.
I undersøgelsen af de numeriske løsninger til modellen forsøgte vi at finde en
nedre grænse for en β-værdi til et givent antal sider, n. Det var dog ikke muligt
at bestemme en s˚adan grænse, da der til alle β-værdier vil findes sma˚ fejl i
de numeriske beregninger. Derfor vil en nedre grænse være en vurderingssag.
Anderledes nemt var det at bestemme en maksimal β-værdi for et givent n,
da minimeringsalgoritmen over en hvis grænse giver ρ- eller σ-værdier udenfor
B-omr˚adet. De observerede værdier kan ses i tabel 6.2, og de tilsvarende grafer
kan ses p˚a figur 6.5. Det blev observeret, at den maksimale β-værdi stiger med
antallet af sider, samtidig med at forholdet mellem ymax og ymin falder.
Tabel 6.2: Data for de maksimale værdier af β for et givent n
n βmax ymax/ymin
2 12,5 358,8
3 19,4 2,5
4 27,3 1,7
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Figur 6.4: To-, tre- og firkløvere alle tegnet med β = 7. Dette illustrerer, at der
i modellen kan tegnes flere forskellige kløvere med samme β-værdi.
Ud fra figurene 6.4 og 6.5 kan det ses, at β har en klar indvirkning p˚a formen
af kløveren. For at vise dette endnu tydeligere har vi p˚a figur 6.6 tegnet en
trekløver ved 4 forskellige β-værdier.
N˚ar β stiger, kan det ses, at graferne mindre og mindre ligner de eksperi-
mentelt fundne kløverformer, mens de mere kommer til at ligne henholdsvis to-,
tre- og firkanter. Dette medfører, at vi har valgt at basere vores sammenligning
mellem de numeriske løsninger til modellen og de eksperimentelle data p˚a
numeriske løsninger med lave β-værdier, men stadig værdier hvor vi ved, at
løsningen er reel. Vi har derfor valgt at arbejde med løsninger med β = 7, som
dem der ses p˚a figur 6.4.
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Figur 6.5: Figuren viser den grafiske fremstilling af løsningen til modellen, for
den maksimale β-værdi ved henholdsvis to-, tre- og firkløvere. De tilhørende
β-værdier kan ses p˚a tabel 6.2.
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Figur 6.6: Figuren viser grafiske fremstillinger af løsninger til modellen for
en trekløver ved 4 forskellige β-værdier. Stigningen i β-værdi har en tydelig
indvirkning p˚a formen af kløveren. Samtidig observeres, at forholdet mellem
ymax og ymin først er stigende og derefter faldende.
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6.3 Sammenligning
Dette afsnit vil komme til at indeholde sammenligninger mellem eksperimenter
og simuleringer. P˚a figur 6.7 ses et udtag af de eksperimentelt fundne tokløver-
og trekløverstrukturer stillet op mod de tilsvarende modelbaserede strukturer.
Figur 6.7: Et eksempel p˚a eksperimentelt fundne to- og trekløverstrukturer
stillet op mod modelbaserede strukturer fundet ud fra β = 7. Der er en tydelig
lighed men ogs˚a tydelige afvigelser mellem det eksperimentelt observerede og
løsningerne.
Det gælder for alle de modellerede strukturer, at de er fundet udfra β = 7,
da denne β-værdi gav de løsninger, der havde mest lighed med de eksperimentelt
observerede former. Sammenlignes denne β-værdi med størrelserne for β/k, der
blev m˚alt eksperimentelt, giver det værdier for den geometriske skaleringsfaktor
k i størrelsesordenen 20 ≤ k ≤ 100.
P˚a begge figurer er det tydeligt at se en lighed mellem det eksperimentelt
observerede og løsningerne til modellen. Først og fremmest kan to- tre og
firkløverne let genkendes og skelnes imellem b˚ade i eksperiment og model. Der
er for eksempel ingen tvivl om, at en trekløver har tre blade i begge tilfælde.
Samtidig er der ogs˚a nogle afvigelser. Det kan p˚a figur 6.7 rent kvalitativt ses, at
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modellens løsninger alle har runde blade, mens bladene observeret eksperimentelt
er mere flade og kantede. Det ligner s˚aledes, at der er to sm˚a rundinger med en
flad sidelængde i midten i stedet for e´n stor bue pr kløverblad.
Der er p˚a figur 6.8 vist en sammenligning mellem en firkløver som løsning
til modellen, og den firkløver der bliver præsenteret i Bush et al. [2006]. For
Figur 6.8: Sammenligning mellem en firkløver fra Bush et al. [2006] og som
løsning til modellen. Her er afvigelsen fra eksperimentet til modellen endnu
tydeligere end p˚a figur 6.7.
firkløveren observeres den største forskel mellem eksperiment og model. Model-
lens løsning ligner mere en rigtig kløver, som de ses i naturen, i den forstand
at bladene strækker sig længere ud fra centrum i forhold til deres bredde. Den
eksperimentelle firkløver ligner mere en firkant, som buer ind i hjørnerne. Det
skal dog i den forbindelse nævnes, at vi observerede trekløvere, der havde
samme karaktaristiske form, hvor der ikke i særlig høj grad er tale om blade
men mere en trekant, der buer ind i hjørnerne i samme stil som den observerede
firkløver. Dog er de trekløvere, vi baserer vores resultater p˚a, mere runde i deres
strukturer. Det er derfor muligt, at der kan forekomme firkløvere, der i højere
grad ligner løsningen til modellen.
En mere kvantitativ sammenligning mellem eksperimentet og modellen
kan være en sammenligning i opførslen af β, n˚ar der ændres p˚a antallet af
kløverblade. Eksperimentelt observerede vi en klar stigning i β/k fra en tokløver
til en trekløver, og hvis dataen fra Bush et al. [2006] bruges til at se p˚a en
firkløver, kan det ses, at β/k for denne ligger endnu højere end for trekløveren.
For modellen har det vist sig, at det samme gør sig gældende for den maksimale
β-værdi for løsninger til modellen.
Desuden forsøgte vi at sammenligne forholdet mellem ymax og ymin i hen-
holdsvis modelløsninger og eksperimentel data, men forholdet ligger konsekvent
væsentligt højere i modellen end i eksperimentet, s˚a det var ikke muligt at
foretage en sammenligning p˚a baggund af dette.
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6.4 Diskussion
I det følgende vil resultaterne af vores analyse blive diskuteret med henblik p˚a,
hvorvidt modellen opstillet i Ellegaard et al. [1999] kan anvendes til at beskrive
type IIb spring. Denne diskussion vil blive udbygget med kvalitative observa-
tioner for p˚a den ma˚de at give et overordnet bud p˚a samhørigheden mellem
modellen og det fysisk observerede. Først vil der blive diskuteret sammen-
hængen mellem β og de eksperimentelle m˚aledata og dernæst sammenhængen
mellem det eksperimentelt observerede og løsninger til modellen. Dernæst følger
en diskussion af størrelsen k med udgangspunkt i de ma˚lte værdier af β/k.
Efterfølgende vil sammenligningen mellem de observerede former og de former,
der fremkommer som løsninger til modellen, blive diskuteret. Vi vil derudover
diskutere vores antagelse om, at kraftbalancen kan anvendes direkte p˚a type
IIb spring. Slutteligt vil vi diskutere vores observerede forskelle p˚a type IIa og
IIb spring for p˚a den baggrund at give en vurdering af modellen.
Diskussion af β i forhold til eksperiment og model
Ud fra de præsenterede resultater fra vores egne forsøg og data præsenteret i
Bush et al. [2006] ses det, at en øgning af det eksperimentelle β/k resulterer i
et stigende antal blade. Dette er blevet observeret tydeligt især ved overgangen
mellem tokløvere og trekløvere, hvor en forøgelse af flowet resulterede i en
overgang fra en stabil tokløver til en stabil trekløver og omvendt. Ændringer i
hy gav lignende overgange mellem disse to strukturer. Her gav en forøgelse af hy
en overgang fra trekløver til tokløver, hvilket tyder p˚a, at visse af parametrene
indg˚aende i β har væsentlig indflydelse p˚a udformningen af springet. Det
observeres desuden, at en tilnærmelsesvis fastholdelse af β, ved eksempelvis
forøgelse af viskositeten og sænkelse af flowet, ofte giver de samme figurer.
Dette viser, at indenfor det benyttede parameteromr˚ade er β en betydningsfuld
faktor. Dog er der visse grænser for parametrene, hvor modellen bryder sammen.
Vi observerede, at der ved lave temperaturer ikke kunne dannes andet end
cirkulære spring til trods for, at parametrene blev justeret til en β-værdi, der før
har kunnet danne tokløvere. Dette viser, at der endnu mangler at blive defineret
nogle grænseomr˚ader for de indg˚aende parametre, indenfor hvilke modellen er
mulig at benytte.
Hvis modellen skulle være en mere præcis gengivelse af virkeligheden, burde
en højere værdi af β i modellen ligesom i virkeligheden resultere i et voksende
antal blade. Ser man p˚a de resultater, der opn˚as i modellen, s˚a er en β-værdi
p˚a 7 den værdi, der giver det bedste plot til begge de spring, som det er muligt
for os at genskabe. En β-værdi, der varierer meget fra 7, begynder hurtigt at
gengive figurer, der ikke er blevet observeret i virkeligheden. Her ses alts˚a en
tydelig uoverensstemmelse mellem model og eksperiment.
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Diskussion af k
I modellen indg˚ar den geometriske skaleringsfaktor k, hvis opgave er at justere
for det forhold at den fysiske geometri kan være anderledes end i de teoretiske
antagelser. Det er muligt, at k kan ændre sig fra et type spring til et andet,
eventuelt afhængigt af antallet af kløverblade eller de forskellige parametre.
Det er s˚aledes vigtigt for diskussionen af modellens styrke at være opmærksom
p˚a, at der endnu ikke vides særligt meget om k. Generelt har det gennem
dette projekt ikke været muligt at bestemme, om eventuelt k er konstant eller
varierer som funktion af forskellige parametre. Vi har forsøgt at estimere dens
størrelsesorden ved at benytte vores eksperimentelle m˚alinger af størrelsen β/k
og sammenholde dem med β-værdien fra vores modelløsninger. Dette giver i
sig selv nogle usikkerheder, da vi her sammenligner empiriske ma˚linger med
en models løsning uden at have sikker viden om, at netop denne modelløsning
repræsenterer de fysisk ma˚lte figurer. Der ligger s˚aledes et problem i, at vi
er nødt til at antage, at modellen stemmer overens med eksperimentet for at
kunne sige noget om k’s størrelse. Hvis det gælder, at β = 7 svarer til den
fysisk observerede løsning, ma˚ det gælde, at k har en værdi mellem 20 og 100
ud fra vores data. Dette er for samtlige k-værdier relativt store størrelser i
forhold til at justere geometrien. Selvom vi sandsynligvis ikke kan bestemme k
særligt præcist, kan vores resultater alligevel sige noget om, at k tilsyneladende
ændrer sig meget fra det ene type spring til det andet. Dette antager vi p˚a
baggrund af, at β er konstant for alle vores spring i modellen, mens β/k ændrer
sig markant eksperimentelt. Igen er vi s˚a tilbage til spørgsma˚let om, hvorvidt
dette skyldes, at det faktisk er β, som ændrer sig eksperimentelt, eller det kun
er k, som ændrer sig. Hvis vi antager, at β holdes konstant eksperimentelt, vil
k være næsten 5 gange større for en tokløver end for en firkløver, hvor data for
sidstnævnte er taget fra Bush et al. [2006], hvis man skal forholde sig til β = 7
fra modellen. Dette kan skyldes, at arealer af rolleren umiddelbart bliver mindre,
da rollerens længde bliver begrænset, n˚ar der kommer flere hjørner. Der er dog
ogs˚a den mulighed, at det er nødvendigt at inddrage andre skaleringsfaktorer i
k, for at forbedre modellen.
I modellen indg˚ar shearkraften mellem rolleren og væskelaget umiddelbart
under rolleren, som den kraft der udligner det hydrostatiske tryk. Til dette
anvendes hastighedsgradienten i springet. Det antages, at hastighedsgradienten
inde i springet er konstant. Begrundelsen for dette er, at dette er en standard
antagelse for newtonske væsker under no-slip betingelsen. Da hastighedsgradien-
ten ikke er kendt anvendes et meget approksimeret forhold mellem en tilnærmet
rad,ial gennemsnitshastighed for partikler i springet, og gennemsnitshøjden i
springet til at finde hastighedsgradienten Det kan dog diskuteres, hvorvidt dette
er en rimelig antagelse. Det er tydeligt, at hastighedsgradienten i springet ikke
kan være konstant. Det m˚a forventes, at der ved pladen under væskestømmen
er en no-slip effekt, men samtidig er det klart, at rolleren m˚a bevæge sig lang-
sommere end væskelaget umiddelbart under, hvis der overhovedet skal være
tale om en friktionskraft i udadg˚aende retning. Det er alts˚a tydeligvis ikke en
fuldstændig beskrivelse rent fysisk. Størrelsen p˚a hastighedsgradienten er dog
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utroligt svær at bestemme fuldstændig p˚a andre m˚ader, og det er meget svært
at vurdere, hvor stor indflydelse denne approksimation har p˚a det endelige
resultat. Som tidligere nævnt er hi en meget lille størrelse, s˚a afvigelsen p˚a
hastighedsgradienten i forhold til den antagne størrelse kan ikke være meget
stor. Det er dog meget muligt, at der er en afvigelse, og en s˚adan afvigelse kunne
muligvis forklare, hvorfor de k-værdier vi kommer frem til er af den observerede
størrelsesordenen. Vi tager i vores beregninger af k nemlig ikke højde for, at der
muligvis er behov for skaleringsfaktorer af andre størrelser i modellen heriblandt
shearkraften.
Forskellen p˚a de observerede spring og modelløsninger
Et punkt, som er relevant at diskutere i forhold til modellens relation til empiriske
observationer, er forskellen p˚a formen p˚a de eksperimentelt observerede spring
og løsningerne til modellen. I modellen er størrelsen R − r bredden af den
indre roller ved overfladen. I type IIa spring er det blevet observeret, at R er
konstant, da den indre rollers yderside har form som en cirkel. Dette har ført
til, at der i modellen er indbygget en ydre cirkel. I type IIb spring observeres
der et andet spring, eller trappetrin, som ikke er cirkulært. Vi fik derfor den
tanke, at ydersiden af den indre roller kunne tænkes at følge formen p˚a dette
trappetrin. Som et forsøg p˚a at undersøge dette udførte vi et eksperiment, hvor
vi blandede en lille del af væsken med bl˚a farve. Denne nye bl˚a glycerolblanding
blev dryppet ned inden for rolleren i en tokløver med en pipette. Derved var
det muligt at observere, hvordan flowet opførte sig i rolleren ved at se, hvordan
den bl˚a væske bevægede sig. Det blev tydeligt observeret, at rolleren fulgte
formen p˚a det ekstra spring. Der er alts˚a ikke overensstemmelse mellem det,
der forekommer fysisk og antagelsen om, at R følger en cirkel. For tokløvere
ligner det snarere en oval, hvilket kan ses p˚a figur 6.9. Eksempelvis ses det p˚a
figuren, at R er større ved den observerede rmin, n˚ar der antages at være den
tilnærmelsesvist ovale form fremfor cirklen. Dette f˚ar alts˚a en indflydelse p˚a
størrelsen y = rR , s˚aledes at der til denne vinkel vil der være en lavere y-værdi
i virkeligheden sammenlignet med modellen. Da y netop er forholdet mellem
den indre og den ydre kant af rolleren, vil ændringen af formen p˚a den ydre fra
type IIa til IIb spring have stor indflydelse p˚a, hvor godt modellen beskriver
type IIb spring.
Det blev desuden set, at de eksperimentelle spring ikke har maksimal radius
ved det punkt, der i modellen udgør ymax. Dette illustrerer vi ved at tegne en
cirkel omkring tokløverspringet, hvor cirklens radius er lig med den maksimale
afstand fra centrum til det inderste af rolleren, rmax. Springets radius er s˚aledes
ikke størst midt p˚a bladene, som i modellen, se figur 6.10. Ved trekløveren
observerer vi igen en anden form omkring springet end en cirkel. Her er det
nærmere en trekant, se figur 6.11. Det er dog ikke utænkelig, at hvis der tages
højde for, at R ikke følger en cirkel, s˚a vil denne umiddelbare forskel mellem
model og eksperiment forsvinde.
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Figur 6.9: Tokløverspringet. Her sammenlignes den cirkel, som modellen antager,
med den form som observeres. r svarer i begge tilfælde til den grønne linie,
mens R i begge tilfælde svarer til den grønne og den lysebl˚a linie tilsammen.
De gule pile angiver, hvor det radiale flow er observeret til at være størst.
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Figur 6.10: Tokløverspringet fotograferet fra neden og cirkel med samme centrum.
Cirklens radius er lig med den maksimale afstand fra centrum til det inderste
af rolleren, rmax. Springets radius er s˚aledes ikke størst midt p˚a bladene, som
modellen forudsiger.
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Figur 6.11: Trekløverspringet. De røde linie angiver placeringen af den ydre
roller. Dette har s˚aledes ikke formen af en cirkel. De gule pile angiver, hvor det
radiale flow er observeret til at være størst.
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Diskussion af opbygningen af modellen
Et andet meget vigtigt punkt, der kan diskuteres i forhold til anvendelse af
modellen p˚a type IIb spring, er, hvorvidt præmisserne for modellen stadig er
opfyldt i forhold til de tydelige ændringer, der er i opførslen af type IIa og type
IIb spring. I afsnit 3 foresl˚ar vi, at der kan benyttes den samme kraftbetragtning
ved modellering af type IIb spring som ved type IIa spring. Det kan dog være,
at der er dele af type IIb spring, som antagelsen ikke tager højde for, og at dette
medfører de observerede forskelle p˚a udformningen af bladene p˚a strukturerne,
der observeres ved henholdsvis eksperiment og model, se figur 6.7. Opst˚ar
denne forskel p˚a grund af en utilstrækkelig opstilling af kraftbalancen for type
IIb spring, kan dette formentlig skyldes antagelsen om, at shearkraften ved
modelleringen af disse blot er en skalering af shearkraften, der opstilles for type
IIa spring. Det kan tænkes, at shearkraften for type IIb spring afhænger af b˚ade
den indre og den ydre roller p˚a en m˚ade, der ikke tillader denne skalering. Det
blev desuden, i forsøget med farvet væske, observeret, at n˚ar den bl˚a farve n˚aede
rolleren, opstod der en transport af farven i rolleren i længdeaksens retning mod
det nærmeste rmin. I øjeblikket hvor farven fik kontakt til rolleren, observerede
vi et minimalt flow af farve ud over rollerens yderste kant. Dette stoppede dog
næsten instantant. Resten af farven blev udelukkende transporteret i retning
mod rmin. Dette fører ligeledes til, at det kan diskuteres, om der i modellens
kraftbetragning mangler at blive taget højde for den shearkraft, der ma˚ opst˚a
p˚a grund af denne transport.
En anden ting, der kan diskuteres i forhold til opbygningen af modellen, er,
hvorvidt ideen om en liniespænding kan forsvares. Det er ved eksperimentelle
observationer af stabile type IIa spring blevet vist, at springet, efter det er
blevet forstyrret, via dæmpede oscillationer vil finde tilbage til sin stabile
tilstand. Dette indføres i modellen som en liniespænding, hvis egenskab det er
at minimere omkredsen af springet. Indsættelsen af en liniespænding gør det
derfor muligt at nedsætte antallet af mulige løsninger ved at løse modellen som
et variationsproblem med β som bibetingelse. Vi har under vores eksperimenter
haft svært ved at bedømme, om denne oscillering finder sted, og det er derfor
ikke muligt for os at vurdere, hvorvidt det er en fysisk korrekt antagelse. Hvis
man ser bort fra liniespændingen, er det dog nødvendigt at finde et alternativ,
da kraftbetragtningen alene tillader for mange mulige løsninger til modellen.
Diskussion af yderligere kvalitative observationer
En yderligere information, der kunne tages fra farveforsøget, var, hvordan
flowet ud af springet foregik. N˚ar farven i rolleren n˚aede til rmin, blev den
meget tydeligt samlet og transporteret ud af springet i en meget tynd streng.
Vi definerede, inspireret af polygonspring, et hjørne til at være det sted i
springet, hvorfra væsken blev transporteret væk. Med den definition opn˚as,
at der er en komplet modsætning mellem hjørner i polygonspring og kløvere.
Dels er hjørnerne placeret i henholdsvis rmax og rmin, og samtidig er rolleren
i polygonspring tyndest i hjørnerne, mens den i kløverspring er bredest der.
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Dette hænger desuden sammen med den tidligere observation af, at firkløveren
i Bush et al. [2006] kan ses som en firkant med indadbuede hjørner.
Vi har desuden observeret, at der eksisterer grænseomr˚ader mellem tokløvere
og trekløvere, hvor det ikke har været muligt at frembringe stabile figurer.
Disse grænseomr˚ader var udsat for kraftige tidslige fluktuationer, hvor springet
skiftevis antog former lignende de to figurer. Disse tidslige fluktuationer fulgte
ofte det samme mønster i løbet af samme tidsinterval. For eksempel blev det
observeret, at figuren ofte tog form af en tokløver, der arbejdede hen imod at
danne et tredje blad. Pludselig ville et tredje blad dukke op, hvorp˚a springet tog
form af en trekløver med kraftige fluktuationer. Disse fluktuationer ville efter
et par sekunder for˚arsage, at trekløveren brød op og igen vendte tilbage til den
ustabile tokløver. Denne observation kan kobles sammen med observationerne
af, at det ikke lykkedes at frembringe forskellige stabile type IIb spring til
samme parametersammensætning. Man kunne umiddelbart forestille sig, at
s˚adanne sameksistenser ville ligge i disse grænseomr˚ader. Denne sameksistens
var tydeligt observeret for polygonspring. Det tyder alts˚a p˚a, at n˚ar der arbejdes
i kløverregimet, adskiller dette sig blandt andet ved, at der er længere mellem
de stabile figurer end i polygonregimet. Dette kan være problematisk i forhold
til modellen, da denne netop forudsiger sameksistens mellem forskellige spring
under disse forhold. Dette ses tydeligt blandt andet ved undersøgelsen af
β = 7, som b˚ade giver de to- og trekløvere, der mest ligner de eksperimentelle
observationer. Dette punkt er særdeles relevant at pointere i forbindelse med at
undersøge gyldigheden af modellen, da dette er en klar afvigelse. Observationen
er modstridende med antagelserne i modellen, da denne udelukkende er bygget
til at kunne forudsige hvilke stabile figurer, der er mulige at opn˚a til en fastlagt
β-værdi. Der findes alts˚a parameteromr˚ader for type IIb spring, som modellen
ikke er i stand til at inkludere. Det er dog ikke muligt at vurdere, hvorvidt der
er tale om en mangel i modellen eller i præcisionen af eksperimentet.
Observationerne af dette fænomen, som ikke er indeholdt i modellen, kan
muligvis skyldes, at systemet er relativt følsomt overfor p˚avirkninger fra omgi-
velserne. Det kan ikke udelukkes, at sameksistens er mulig i de grænseomr˚ader,
hvor systemet ligger og bevæger sig mellem to figurer, men at de mindste
forstyrrelser, i form af for eksempel rystelser og andet støj fra eksperimentet
eller ujævnheder i systemet, muligvis kan ødelægge figurerne. Dette ville væ-
re muligt at undersøge, hvis der kunne frembringes mere stabile forhold for
forsøgsopstillingen, hvor støj kunne minimeres.
Eftersom modellen ikke tager højde for dynamikken i det hydrauliske spring,
kan det ogs˚a tænkes, at de modellerede figurer blot er et udtryk for mulige
stabile og metastabile tilstande, hvor modellen, p˚a grund af den manglende
implementering af dynamik, ikke er i stand til at skelne mellem disse, og derfor
anser alle de mulige tilstande som lige stabile. Det har ikke været muligt at
undersøge dette med den tilgængelige forsøgsopstilling i dette semester, da en
undersøgelse ville kræve et komplet isoleret system, hvor ujævnheder i blandt
andet flow og pladens hældning ikke kunne forekomme.
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7 Konklusion
Vi ser eksperimentelt, at parameteren β fungerer p˚a samme m˚ade for kløverspring
som for polygonspring. N˚ar antallet af blade stiger, stiger β. Stiger hy, s˚a falder
β og dermed antallet af blade, hvilket ogs˚a gør sig gældende, n˚ar flowet sænkes.
Vi ser for tokløveren, at det er muligt at ændre parametersammensætningen og
samtidig fastholde β inden for visse grænser og stadig bevare tokløverne dog
med ændrede radier. Dette indikerer, at sammensætningen af β er fornuftig,
men der mangler en nærmere undersøgelse af afhængigheden af dyseradius og
overfladespænding. Dertil mangler ogs˚a en generel afgrænsning af relevante
parametre.
Den matematiske model tillader strukturer, som minder om kløverformer.
Vi ser, at en β-værdi p˚a 7 giver de pæneste strukturer for samtlige af de
kløverformer, vi undersøger, p˚a trods af at β/k stiger med antallet af blade.
Forholdet mellem radierne i det fysiske spring og i modellen ligger s˚a fjernt fra
hinanden, at modellen tydeligvis ikke indfanger denne karakterisktika.
Modellen antager, idet man anser den geometriske skaleringsfaktor, k, som
værende konstant, at der findes forskellige stabile spring til samme paramete-
rindstilling af β. Dette har ikke været muligt at eftervise.
Udfra de eksperimentelt fundne β/k findes k til at ligge i omr˚adet 20-100,
under antagelse om β = 7. At k befinder sig i s˚a stort et omr˚ade gør, at modellen
ikke kan benyttes eksakt men stadig kan anvendes kvalitativt.
Det er tydeligt, at denne model ikke er en tilstrækkelig beskrivelse af de
fysiske observationer, men som model indfanger den opstillede kraftbetragtning
stadig vigtige egenskaber, der spiller ind ved spring i kløverregimet.
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8 Perspektivering
I dette afsnit vil vi reflektere over muligheden for at udbygge modellen og
eksperimentet med det forma˚l at give en ide om, hvorledes en fortsættelse af
det arbejde, der er præsenteret i denne rapport, kunne gribes an.
Modellen beskriver visse karakteristika for type IIb hydrauliske spring. En
vigtig ting, der mangler for at f˚a kløverregimet inkorporeret rigtigt i modellen,
er at definere nogle krav for sammensætninger af fysiske parametre, som ville
gøre det muligt at vurdere, ved hvilken parametersammensætning en given
løsning vil befinde sig i omr˚ade A eller omr˚ade B. I nærværende projekt vælger
vi at undersøge β-værdier i løsningsomr˚ade B, fordi det er tydeligt, at disse
løsninger giver den bedste beskrivelse af de observerede spring. For at tilpasse
modellen til type IIb bør der opstilles meget klare krav til modellen for hvilket
løsningsomr˚ade, der tages i betragtning.
Den inderste roller er meget interessant at se p˚a for videre udbygning af
modellen. Der er især to ting ved rolleren, som sker fysisk, men som ikke er
en del af modellen. Som ved polygonformer har vi observeret, at der er et
tangentialt flow i den inderste roller og alts˚a ikke kun et flow hen over rollerne.
Den anden ting er udformningen af rollerne. Her ser man, modsat polygonspring,
at rolleren er bredest ved hjørnerne og smallest ved bladenes midte.
Der kan ogs˚a arbejdes med det tydelige symmetribrud, der observeres i den
ydre roller for type IIb spring. Hvor den ved polygonspring observeres som
værende cirkulær, tager den sig ofte anderledes ud i de figurer, som vi har
observeret i kløverregimet. Ved tokløveren minder den mest om en oval, og ved
en trekløver ligner den mest en trekant. Det viser sig desuden, at det radiale
væskeflow er størst ved hjørnerne af den omkringliggende figur, der er at finde
ved kløvernes indadg˚aende hjørner. Her observeres ikke et dobbeltspring men
derimod en konstant stigende væskehøjde. Sammenligner man type IIb og IIa
generelt, ligger forskellen i det dobbelte spring, der ses ved IIb. Hvor meget
dette dobbelte spring ændrer i den fysiske betragtning, er svært at vurdere.
Spørgsm˚alet er, om den indre rollers lavere placering spiller en større rolle i en
kraftbetragtning, eller om det er tæt p˚a at være det samme.
Eftersom type IIb spring er en relativ ny opdagelse, er der stadig en del
ting, der ikke er blevet undersøgt, og som ikke har været mulige at n˚a i løbet
af dette semester. P˚a mange omr˚ader, som kunne være interessante at se
p˚a, adskiller type IIb spring sig fra type IIa spring. Det er blevet observeret
eksperimentelt, at der ved type IIa kan eksistere flere forskellige polygoner ved
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samme parameterindstillinger. Det er endnu ikke blevet vist, om der ogs˚a er
mulighed for dette i kløverregimet, men det tyder ikke p˚a det. Vi har i løbet
af dette projektarbejde observeret, at der tilsyneladende kun kan eksistere
en stabil figur ad gangen, og at figurerne i grænseomr˚aderne, hvor der ikke
findes stabile figurer, ligger og svinger mellem to tilstande. Hvis der justeres p˚a
parametrene, s˚a man lander i dette grænseomr˚ade, vil figuren ligge og bevæge
sig mellem de to uden p˚a noget tidspunkt at blive helt stabil. Det ser ud til, at
der ved disse grænseomr˚ader opst˚ar tidsafhængige fluktuationer, som det kunne
være interessant at kigge nærmere p˚a. Modellen kan beskrive statiske men ikke
dynamiske tilstande, s˚a det kunne være spændende at undersøge dynamikken
bag type IIb spring eksempelvis væskens opførsel i hjørnerne. Det ser ud til,
at figurerne gentager det samme mønster indenfor næsten samme tidsinterval,
inden de bryder op og vender tilbage til udgangspunktet. Dette tyder p˚a, at
der alligevel er at finde en form for tidsafhængig stabilitet, som kunne være
spændende at undersøge nærmere.
Bush et al. [2006] har vist indikationer p˚a, at overfladespænding har stor
betydning for formen og størrelsen af det hydrauliske spring. Det ville af denne
a˚rsag være interessant at undersøge denne størrelse eksperimentelt for at f˚a
en større forst˚aelse for dens indvirkning. Videre kunne det være interessant
at indføre et bidrag til kraftbetragningen i modellen, der kommer fra væskens
overfladespænding.
Desuden kunne det være interessant at undersøge alternativer til eller
identificere grunden til den antagede liniespænding.
Eksperimentelt kunne det ogs˚a være interessant at f˚a afklaret, om der er en
øvre grænse for antallet af kløverformer. I Bush et al. [2006] viser de et billede
af en ottekløver men præsenterer ikke data for den. Det kunne være spændende
at undersøge, om denne repræsenterer den øvre grænse, og om den kan blive
stabil efter vores termer, s˚a man kan f˚a et fuldt datasæt p˚a den. Derudover
kunne det være interessant at undersøge, om det er muligt at frembringe stabile
fem-, seks- og syvkløvere ved eksempelvis en øgning af det benyttede flow.
Der er mange ting, som stadig skal undersøges, før det er muligt at lave en
model, der indfanger alle de ønskede karakteristika for det hydrauliske spring. Vi
synes, det kunne være interessant, hvis man kunne skabe en model, der er i stand
til at indfange overgangene mellem det cirkulære spring, polygonregimet og
kløverregimet. Det er meget muligt, at det er nødvendigt at f˚a dette fuldstændig
p˚a plads, før det er muligt at f˚a en konkret forklaring p˚a et af de spørgsm˚al, som
vi selv finder som noget af det mest interesante at f˚a belyst; hvad der præcist
for˚arsager symmetribruddet i et ellers helt cirkulært symmetrisk system ved
opbrydningen fra cirkel til polygon- og kløverform.
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A Forsøgsdata
Dette appendix indeholder ma˚ledata for de syv ma˚linger, der er anvendt i
afsnit 6 p˚a 41. Resultaterne er ikke medtaget direkte i rapporten, da de bliver
omregnet til dimensionsløse størrelser.
Tabel A.1: Oversigt over m˚alte parametre ved de observerede strukturer
Spring ν Q rmin rmaks hy rdyse β/k
Tokløver 30,2 cS 35 ml/s 0,35 cm 1,0 cm 10,5 mm 2,1 mm 0,0609
Tokløver 28,6 cS 60 ml/s 0,65 cm 1,4 cm 10 mm 2,5 mm 0,1203
Tokløver 26,5 cS 40 ml/s 0,65 cm 1,1 cm 9,25 mm 2,1 mm 0,1015
Tokløver 26,2 cS 40 ml/s 0,75 cm 1,15 cm 8,9 mm 2,1 mm 0,1171
Tokløver 22,7 cS 47 ml/s 0,70 cm 1,4 cm 9 mm 2,1 mm 0,1140
Trekløver 25,1 cS 43 ml/s 1,1 cm 1,3 cm 7,9 mm 2,1 mm 0,1942
Trekløver 22,5 cS 47 ml/s 1,08 cm 1,55 cm 8,5 mm 2,1 mm 0,1420
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B Matematisk redegørelse
I vores arbejde med modellen opstillet i Ellegaard et al. [1999] opdagede vi, at
der i Hansen et al. [2002], som er den kilde, hvor modellen er bedst bearbejdet
matematisk, var en del ubesvarede spørgsm˚al. Vi endte med at bruge tid p˚a at
overveje disse matematiske problemer, og for at andre, der kunne finde p˚a at
læse denne rapport, ikke skal falde over de samme spørgsm˚al, har vi udfærdiget
dette afsnit i h˚ab om at kunne komme med nogle fornuftige svar. Afsnittets har
alts˚a til form˚al, at give nysgerrige læsere en mulighed for at forsikre sig om at
der ikke er udeladt eventuelle andre løsningsmuligheder til modellen præsenteret
i Ellegaard et al. [1999].
B.1 Det ekstra andengradpolynomie
I afsnit 4.2 p˚ast˚as det, at der i analysen af rødder til differentialligningen
y′ = ±y
√
y2(1− y)2 − (c(1− y) + λ)2
|c(1− y) + λ| (B.1)
kan ses bort fra det først y. Grunden til dette er, at hvis dette led rykkes ind
under kvadratrodstegnet f˚as
y′ = ±
√
y2R(y)
|c(1− y) + λ| (B.2)
hvor R(y) er det fjerdegradspolynomie, der bruges til at finde blandt andet
ymin og ymax. Der er derved kommet et sjettegradspolynomie under kvadratrod-
stegnet, som burde blive undersøgt for rødder. y2 har naturligt nok kun en rod
y = 0, og da denne er en dobbeltrod, vil den ikke ændre p˚a opførslen af de
andre rødder til sjettegradspolynomiet, s˚aledes at den analyse, der allerede er
lavet af rødder til R(y), er tilstrækkelig i forhold til anvendelighed som ymin og
ymax.
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B.2 2 og 3 rødder for R(y)
I afsnit 4.3 p˚ast˚as det, at det kun er meningsfyldt at arbejde med differential-
ligningen
y′ = ±y
√
y2(1− y)2 − (c(1− y) + λ)2
|c(1− y) + λ| (B.3)
n˚ar fjerdegradspolynomiet R(y) under kvadratrodstegnet har 4 rødder. Grunden
til dette vil blive uddybet i følgende afsnit.
Kravene til funktionen y(θ) er, at y′ har to rødder mellem 0 og 1, og at y′
er positiv imellem disse rødder. Som tidligere beskrevet er R(y) givet ved
y2(1− y)2 − (c(1− y) + λ)2 (B.4)
hvilket kan omskrives til produktet af to andengradspolynomer P (y) og Q(y),
givet ved
P (y) = −y2 + 1(1 + c)y − (c+ λ) (B.5)
og
Q(y) = −y2 + (1− c)y + (c+ λ) (B.6)
I tilfældet med 3 rødder vil der være en af de to andengradspolynomier, der
har en dobbeltrod. Dette medfører, at(
1− c
4
)2
= λ (B.7)
eller
−
(
1 + c
4
)2
= λ (B.8)
Fra tidligere ved vi, at 3. og 4. kvadrant i c, λ-planet er en spejling af 1. og
2. kvadrant s˚aledes, at de to krav i ligningerne (B.7) og (B.8) i virkeligheden
er det samme krav. Der vil derfor i det følgende blive arbejdet ud fra kravet i
ligning (B.7). Med dette krav kan der findes rødder til de to ligninger (B.5) og
(B.6), givet ved
P0 =
1 + c
2
(B.9)
og
Q± =
1− c
2
±
√(
1 + c
2
)2
+
(
1− c
2
)2
=
1− c
2
±
√
1 + c2
2
(B.10)
68
Eksperimentel undersøgelse og modellering af type IIb hydrauliske spring
Hvis der er en dobbeltrod, er der 6 muligheder for at f˚a to rødder, der
ligger mellem 0 og 1. Ved at se p˚a de tre rødders placering i hvert af de 6
tilfælde, kan det skitseres, hvordan R(y) i s˚a fald vil se ud.Med kravet om at
y′ skal være positiv mellem de to rødder, placeret mellem 0 og 1, kan det ses,
at der kun er to mulige konfigurationer. Disse er Q− < 0 < Q+ < P0 < 1 og
0 < P0 < Q− < 1 < Q+.
Det kan vises, at Q+ ≥ 1, hvilket umuliggør Q+ < P0 < 1. Samtidig kan det
vises, at P0 > 0 medfører c > −1, hvorimod Q− > 0 medfører c < −1, hvilket
umuliggør 0 < P0 < Q−. Det er derfor ikke muligt at have en fysisk brugbar
funktion, hvis R(y) kun har tre rødder.
I tilfældet med to rødder gælder der enten, at den ene af P (y) eller Q(y)
ikke har nogen rødder, mens den anden har to rødder, eller ogs˚a har b˚ade P (y)
og Q(y) en dobbeltrod.
Hvis begge polynomier skal have en dobbeltrod, vil der for deres diskrimi-
nanter gælde, at
(1− c)2 − 4λ = 0 (B.11)
og
(1 + c)2 + 4λ = 0 (B.12)
Ved at løse ovenst˚aende som to ligninger med to ubekendte f˚as udtrykket
c = ±
√
−4
4
(B.13)
hvilket ville medføre imaginære rødder til b˚ade P (y) og Q(y), og disse er som
nævnt ikke fysisk brugbare.
Hvis kun det ene polynomie har rødder, vil der for deres diskriminanter
gælde, at
(1− c)2 − 4λ ≷ 0 (B.14)
og
(1 + c)2 + 4λ ≶ 0 (B.15)
Ud fra samme argumentation som tidligere, vil der blive set bort fra den
ene mulighed, da denne blot er en spejling af den anden. Der vil derfor blive
arbejdet med
(1− c)2 − 4λ > 0 (B.16)
og
(1 + c)2 + 4λ < 0 (B.17)
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fra hvilket det kan konkluderes, at
λ < −
(
1 + c
2
)2
(B.18)
Da Q(y) i dette tilfælde ikke har nogen rødder, m˚a der gælde, at
P+ =
(
1 + c
2
)2
+
√(
1− c
2
)2
− λ < 1 (B.19)
og
P− =
(
1 + c
2
)2
−
√(
1− c
2
)2
− λ > 0 (B.20)
Det kan dog ses, at
(
1 + c
2
)2
+
√(
1− c
2
)2
− λ > 1 + c
2
+
1− c
2
= 1 (B.21)
hvilket gør, at der ikke kan findes to rødder til R(y) imellem 0 og 1, og løsningerne
vil derfor ikke være fysiske.
B.3 Negativ y′
I afsnit 4.2 opstilles differentialligningen
y′ = ±y
√
y2(1− y)2 − (c(1− y) + λ)2
|c(1− y) + λ| (B.22)
mens der i afsnit 4.4 ses bort fra den negative løsning. Dette følger af, at der i
det tilfælde skal gælde, at y′ > 0 mellem de to rødder, der giver ymin og ymax.
Dette betyder, at y < 0, da y′ ellers bliver negativ, men at rødderne samtidig
skal ligge mellem 0 og 1, hvilket betyder y ≥ 0. Det er derfor ikke muligt at
finde rødder mellem 0 og 1, hvis y′ samtidig skal være positiv.
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C MatLab-kode
Den egentlige funktion:
function f=fundCpolygon(n,beta,startgaet,opl);
%% n er antallet af sider, beta er meget,
%% startgæt er rho og sigma,
%% opl er hvor fint man regner
punkt=fminsearch(’funC’,startgaet,[],n,beta,opl);
f=[punkt(1),punkt(2),funC(punkt,n,beta,opl)];
RHO=f(1);
SIGMA=f(2);
T=[0:opl]*pi*2*n/opl;
Z=cos(T);
C=1-1/RHO;
L=-SIGMA*C;
A=((1+C)-sqrt((1+C)^2-4*(L+C)))/2;
B=((1-C)+sqrt((1-C)^2+4*(L+C)))/2;
YMIN=((1-C)-sqrt((1-C)^2-4*(L+C)))/2;
YMAX=((1+C)+sqrt((1+C)^2-4*(L+C)))/2;
D=YMAX-YMIN;
Y=(Z+1)*D/2+YMIN;
F=abs((C.*(1-Y)+L))./(Y.*sqrt((A-Y).*(Y-B)));
figure(1)
Theta=2*pi*n/opl*cumsum(F);
polar(Theta,Y)
Den funktion der minimeres:
function p=funC(x,n,beta,opl)
RHO=x(1);
SIGMA=x(2);
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T=[0:opl]*pi/opl;
Z=cos(T);
C=1-1/RHO;
L=-SIGMA*C;
YMIN=((1-C)-sqrt((1-C)^2-4*(L+C)))/2;
YMAX=((1+C)+sqrt((1+C)^2-4*(L+C)))/2;
D=YMAX-YMIN;
A=((1+C)-sqrt((1+C)^2-4*(L+C)))/2;
B=((1-C)+sqrt((1-C)^2+4*(L+C)))/2;
Y=D*(Z+1)/2+YMIN;
F=abs((C*(1-Y)+L))./(Y.*sqrt((A-Y).*(Y-B)));
G=F./(1-Y);
middelF=(F(1:end-1)+F(2:end))/2;
Theta=pi/opl*sum(middelF)-pi/n;
middelG=(G(1:end-1)+G(2:end))/2;
Beta=pi/opl*sum(middelG)-beta/(2*n);
p=Theta^2+Beta^2;
72
